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Prologo 


El presente texto ha sido coneebido y escrito para ser utilizado por estudian- 
tes de ciencias economico-administrativas, en dos cursos: uno de matemati- 
cas basicas y otro de calculo. 

Aspectos metodolbgicos 

Los cambios que realizamos en la nueva edicion de este libro estan hechos 
con base en nuestra experiencia como profesores universitarios, durante la 
cual hemos detectado las necesidades, preocupadones y dudas mas frecuentes 
con que llegan los estudiantes a la universidad. Por estas razones considera- 
mos de gran ayuda para la ensenanza de estos dos cursos incluir en cada capf- 
tulo los siguientes aspectos: 

Objetivos 

A1 iniciar cada capftulo presentamos los objetivos que se deben alcanzar al 
finalizar su estudio. Consideramos que sirven como guia y motivacibn tanto 
a profesores como a estudiantes. 

Introduccidn 

En la introduction de cada capftulo presentamos algunos aspectos historicos 
sobre los temas a estudiar y sobre quienes hicieron algun tipo de aporte a di- 
cho tema. Ademas se exponen rapidamente los motivos por los cuales se in- 
cluyen los diversos aspectos a tratar. 

Aspectos tebricos 

En esta parte se incluyen definiciones, teoremas, ejemplos, cuadros, graficas, 
diagramas y todo lo relacionado con la parte teorica del capftulo. Las defini- 
ciones se han escrito en forma sencilla, de manera que sean claras y utiles pa- 
ra el estudiante. Los teoremas se han utilizado para la solution de ejercicios 
de aplicacion, sin hacer una demostracion rigurosa de los mismos. Mediante 
ejemplos se ha procurado ilustrar todas las situaciones posibles, asf como so- 
lucionar una amplia gama de problemas. Hasta donde ha sido posible, hemos 
procurado presentar el mayor numero de grdficos y diagramas ya que consi- 
deramos que la visualizacion de una determinada situacion facilita su com- 
prension y por ende su solucion. 


Resumen 


Antes de plantear los ejercicios al final de cada capftulo, se ha hecho un resu- 
men de los contenidos tratados en el mismo con el fin de que puedan ser 
consultados facilmente al resolver los ejercicios. 

Ejercicios 

Al finalizar cada capftulos se plantea una suficiente cantidad de ejercicios, 
presentados teniendo en cuenta su grado de dificultad. Al final del texto se 
dan las respuestas a todos los ejercicios planteados, para mejor gufa y moti- 
vation de los estudiantes. 

Bibliograffa 

Se anexa una breve bibliograffa con el dnimo de que los est udiant es que asf 
lo consideren pueden ampliar y/o complementar los temas tratados. 

Cambios en los contenidos 

En esta nueva edicion, los cambios han sido muy amplios, segun los objetivos 
del libro: “servir de texto, especialmente, a los estudiantes de ciencias econo- 
mico-administrativas”. 

Se suprimieron algunos temas como trigonometrfa y funciones hiperboli- 
cas, pero tambien se anexaron y ampliaron otros, asf: 

El Capitulo I de la edicion anterior, que contenfa una mezcla de logica y 
conjuntos, se separo en dos capftulos, uno de conjuntos y otro de logica, en 
donde se aclaran mucho mas los conceptos. 

Del capftulo correspondiente a Numeros, se elimino lo relativo a los nu- 
meros complejos, de los cuales unicamente se da su description. 

Los Capftulos III y IV que anteriormente se llamaban Polinomios y Frac- 
ciones algebraicas respectivamente, se reunen en esta edicion en un nuevo ca- 
pftulo denominado Algebra basica, en el cual se hace una diferenciacion en- 
tre el concepto de expresion algebraica y polinomio, que se usabaen forma 
no muy apropiada en el texto anterior. 

En el Capftulo VI sobre ecuaciones, se han introducido algunos concep- 
tos economicos tales como la definition de ingreso, costo y utilidad, ecua- 
cion de oferta, ecuacion de demanda, etc., que son necesarios para la realiza- 
ci6n de problemasde aplicacion. En este mismo capftulo se ha tratado de cla- 
sificar los problemas de acuerdo con ciertas caracterfsticas, (ver pdgina 111). 

Se coloco inmediatamente el capftulo sobre Polinomios y Funciones po- 
linomicas (Capftulo X de la edicion anterior, Funciones algebraicas), con al- 
gunos teoremas sobre rafces de las ecuaciones: el teorema fundamental del 
Algebra, el teorema del factor, algo de teorfa sobre rafces racionales y la divi- 
sion sintetica. 

En el capftulo sobre Inecuaciones se incluyo la teorfa para la solucion de 
inecuaciones de grado mayor o igual a dos. 

Del capftulo sobre Matrices se elimino la parte correspondiente a vecto- 
res, incluyendo en cambio el metodo de reduccion de Gauss. El concepto de 



determinants se traslado al Capftulo X, section Algunas funciones especiales. 
En este capftulo se presentan los conceptos generates sobre funciones y algu- 
nas funciones especiales como parte entera, funciones inyectivas y biyectivas, 
funciones pares e impares y funcidn periodica. 

En los Capftulos XII y XIII se incluyen casi todos los temas del cdlculo 
diferencial con sus respectivas aplicaciones. 

El ultimo capftulo sobre la integral, contiene las reglas bdsicas de integra- 
cion y algunas aplicaciones. Finalmente se incluye un Ap4ndice con algunos 
temas que fueron eliminados del libro, y otro con temas de interns general 
tales como trigonometrfa, geometrfa analftica y algunas fdrmulas fundamen- 
tales de derivacidn e integration. 
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CAPITULO 



Conjuntos 


OBJETIVOS 

A1 finalizar el presente capitulo el estudiante estara en capacidad de: 

1. Establecer relaciones entre los conjuntos y sus elementos. 

2. Realizar operaciones entre los conjuntos. 

3. Demostrar las propiedades de los conjuntos usando diagramas de Venn- 
Euler. 

4. Realizar problemas sobre el cardinal de un conjunto. 

1.1 Introduccidn 

El tema que usted va a comenzar a estudiar, no es ni debe ser totalmente 
desconocido ya que seguramente en muchas ocasiones habra tenido la 
oportunidad de trabajar con conjuntos; por ejemplo, recuerde qute Mexico, 
Estados Unidos y Canada conforman el conjunto denominado Norteameri- 
ca. 

Formalmente fue George Cantor (1845-1918) quien a mediados-4sL 
Siglo XIX creo las bases de lo que hoy se denomina la “teoria de conjun- 
tos”. Comprender claramente los conceptos basicos de la teoria de con- 
juntos sera objetivo de este capitulo y materia fundamental para el estu- 
dio de los posteriores. 

1 .2 Concepto y notacidn de conjunto 

Consideramos un conjunto como una coleccion de objetos: lapices, arboles, 
puntos, etc. Los componentes individuales de un conjunto son sus elemen- 
tos. Como un ejemplo, considerese el conjunto formado por cuatro mucha- 
chos llamados Jaime, Daniel, Diego y Manuel. Este conjunto tiene cuatro 
elementos. Los conjuntos pueden, sin embargo, tener cualquier numero de 
elementos. Podemos pensar en el conjunto de todos los granos de arena de 
una play a; este conjunto tiene un numero finito de elementos pero este nu- 
mero es, indudablemente, muy grande. Un ejemplo de un conjunto infinito 
es el conjunto de todos los enteros positivos 1, 2, 3, 4, 5, . . . En realidad, 
puede existir tambien un conjunto que no contenga elementos , a tal conjun- 
to lo llamamos conjunto vaci'o. 


1 
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Podemos describir de esta manera los diversos conjuntos, pero conjunto 
es un termino primitivo que no se puede definir. Por tanto, aceptamos con- 
junto y elemento como terminos no definidos. 

Los conjunto se representan con letras mayusculas. 

A = 1 1» 2, 3, 4} B = (algebra, geometria, calculo) 

Como observara en los ejemplos anteriores, los elementos del conjunto 
se encuentran encerrados entre Haves | | y separados por comas. 

Ejemplo 1 

El conjunto de las vocales se representa asf: 

(a, e, i, o, u} 

que podemos Uamar el conjunto V, por tanto 

V = { a, e, i f o, u ) 

Note que para representar los elementos de este conjunto hemos utiliza- 
do minusculas. 1 

Existen dos formas para describir los elementos de un conjunto: por 
extension y por comprension. 

Un conjunto se describe por extensidn cuando se listan los elementos del 
conjunto. Ejemplos: 

A= 11,2,3,4,5} 

B= II, 3, 5,7, ,19} 

En el caso del conjunto B, los puntos suspensivos indican que los nume- 
ros impares continuan hasta 19. 

Un conjunto se describe por comprension cuando se da una regia que 
permita escribir todos los elementos del conjunto. Ejemplos: 

1. 1? = [x/x es un numero real), el conjunto de todos los numeros reales. 
Esta expresion se puede leer: “El conjunto R es el conjunto de todos los 
numeros x tales que x es un numero real”. El pequeiio segmento de recta 
vertical se lee “tal que”. 

2- B = (*/* € Z+y x < 6} , el conjunto de todos los enteros positivos me- 
nores que 6. 

Un conjunto como R se denomina conjunto infinito ya que tiene un 
numero infinito de elementos, mientras que un conjunto como B se 
denomina conjunto finito. 

3.^=1 x/x es un entero positivo} , el conjunto infinito de todos los enteros 
positivos. Con frecuencia este conjunto se escribe { 1, 2, 3, 4, 5, . . . } 

4* A = { x/x es un entero positivo par} , el conjunto infinito de todos los en- 
teros positivos pares. Muchas veces se representa por { 2, 4, 6, 8, . . . } 


1 En algunos casos especiales representaremos los elementos con letras mayusculas. 
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5. J - | R/R murio en la segunda guerra mundial} , el conjunto de todas las 
personas que murieron durante la segunda guerra mundial. 

6. E = { T/T es un triangulo isosceles de un piano dado ) , el conjunto de to- 
dos los triangulos isosceles de un piano dado. 

7. M = { L/L es una recta paralela a la recta M) , el conjunto de todas las 
rectas paralelas a una recta dada M. 

8. S = {x/x > 8 y x < 6}, al conjunto S lo llamaremos conjunto vacfo 
ya que no hay ningun numero que simultaneamente sea mayor que 8 
y menor que 6, y por tanto S no tiene ningun elemento. 

Escribimos entonces S = ( } o preferiblemente S = <p. 

Cualquier conjunto que contenga los elementos de los conjuntos que se 
estan considerando en un analisis dado, se denomina conjunto Universal y 
se representa por la letra U. En los ejemplos anteriores el conjunto R se pue- 
de considerar como el conjunto Universal para los conjuntos B, Z* y, A ya 
que a R pertenecen todos los elementos de los conjimtos mencionados. Por 
medio de diagramas podemos representar los conjuntos anteriores. (Viase 
Figura 1.1).* 

1 .3 Relaciones entre conjuntos 
Relaci6n de pertenencia 

Cuando estamos interesados en relacionar un elemento de un conjimto con 
un conjunto, hablamos de relacion de pertenencia y utilizamos la nota- 
cion € . 



Figura 1.1 Relaci6n entre los conjuntos A , B t X^ 

Ejemplo 2 

Sea A = {8,10, 12, 14, 16) 

Entonces escribimos 8 € A, que significa que 8 “pertenece a” A. De la 
misma manera podemos decir que 10 € A. 

Observe que 5 “no pertenece a” A. En este caso se nota 5 £ A. 


2 Estos diagramas se denominan Diagramas de Venn-Euler. 
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Ralaci6n de conte nencia 

Cuando queremos relacionar un conjunto con otro conjunto, hablamos de la 
relation de “contenencia” y utilizamos la notation C . 

Ejemplos 

Considere los siguientes conjuntos: 

M = {1,3, ,5, 7} 

N = { 2, 4, 6, 8| 

Q= 11,2,3,4,5,6,7,8} 

Observe que todos los elementos del conjunto M se encuentran tambien 
en el conjunto Q; decimos entonces que M esta contenido en Q y lo denota- 
mos asf: Me Q. En este caso tambien se dice que M es subconjunto de Q. 
Observe que N tambien es un subconjunto de Q, entonces N c Q. 

Si AC By Be A, entonces decimos que A es igual a B y escribimos A = B. 
En caso contrario A B. 

Ejemplo 3 

A = {x/x es positivo par < 8 } 

B = 11,2,3,4} 

C = 12,4,6,8} 

D = { x/x E Z, i c < 10 } 

Note que: 

1) Ac CyCc A, luego A = C 

2) A c D, B C D, C C D, D C D 

3) A # B, B¥= D (Aun siendo BCD) 

Debe ser claro que todo conjunto es subconjunto de si mismo. 

Si A es subconjunto de B, pero A es diferente de B, entonces decimos 
que A es un subconjunto propio de B; esto es: 

Si A c B, A ¥= B, entonces A es un subconjunto propio de B. 

En el ejemplo anterior, A es subconjunto propio de D. 

Si A es un conjunto cualquiera, entonces 0 esta contenido en A; luego el 
conjunto vaefo es subconjunto de todo conjunto. 

El conjunto partes de 

Sea T = {1, 2, 3} , los subconjuntos de T son: 

0, |1}, {2}, {3}, {1,2}, {2,3}, {1,3}, {1,2,3} 

El conjunto conformado por los anteriores conjuntos se denomina partes 
de Ty se denota asf: 

IP(T)= {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1, 3} , {2,3}, {1,2,3}} 
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El numero de elementos del conjunto partes de T es 2" , en donde n es 
el numero de elementos de T. 

El conjunto { 1) “pertenece a” (P(T); observe que la relation de pertenen- 
cia se puede establecer tambien entre un par de conjuntos. 

Para cualquier conjunto A, se tiene que vacio y A pertenecen al conjunto 
partes de A. 


1 .4 Operaciones entre conjuntos 

Hasta ahora hemos estudiado el lenguaje de los conjuntos y algunas relacio- 
nes entre ellos. Veamos ahora como se forman conjuntos a partir de otros 
conjuntos. 

Sean A = { 1, 2, 3, 4, 5j 

B= {3,4,6,8,9| 


Uni6n de conjuntos 

A partir de estos dos conjuntos, formemos otro cuyos elementos sean todos 
los elementos de A junto con todos los elementos de B. A este nuevo conjun- 
to lo llamaremos C. 

C= 11,2,3,4,5,6,8,9} 

Observe que en el conjunto C no se escriben sino una vez los elementos 
comunes a los dos conjuntos. : ; 

El conjunto C se denomina union de A y J3, y lo indicaremos asi: 

C = AU B 

La representacion grafica del conjunto C en terminos de los conjuntos A 
y B, aparece en la Figura 1.2. 

Ejemplos 

1. Sean E= {1, 3, 5}yf = {2,4,6} 
entonces E^>F=\ 1,2, 3, 4, 5, 6} 

2. Sean G= {1,2,6} yH= {1,2,3} 
entonces GO H = (1, 2, 3, 6} 

3. Sean M el conjunto de los enteros positivos pares y N el conjunto de los 
enteros positivos impares. Entonces Af o N es el conjunto de todos los 
enteros positivos. 

4. Sean S = [x/x* = 9} = {-3,3} 

W= \x/{x 2 - 4x + 3= 0)} = {1,3} 
entonces S u W = { x/(x' 1 =9) 6 (jc 2 — 4* + 3 = 0)} = { —3, 1, 3} 
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En general 

AV B= {x/xGAoxGB) 

Aqui 6 se usa en el sentido o/y. 

Intersecci6n de con juntos 

Nuevamente consideremos los anteriores conjuntos Ay By formemos ahora 
un conjunto con los elementos que pertenecen a ambos conjuntos. A este 
nuevo conjunto lo Uamamos D. 

D= |3, 4| 

El conjunto D se denomina interseccidn de A y B, y lo indicaremos asf: 
AnB 

ADB= {3,4} 

La representation grafica del conjunto D, en terminos de los conjuntos A 
y B, aparece en la Figura 1.3. 


u 



Figura 1.3 D =A n B\ Interseccidn de A y B. 
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Ejemplos 


Sean 

E = 

CO 

tH 

II 

12, 4,6} 

entonces 

E n F 

= 0 


Sean 

G - 

U,2,i 

6) y H = 

U,2, 3} 


entonces 

G n H = 

11,2} 

Sean 

s = 

\x/x 2 -■ 

= 9) = 1- 

-3,3} 


w = 

[x/x 2 - 

— 4x + 3 

= 0» = { 


entonces S n W = { x/(x 2 = 9) y (a: 2 — 4x + 3 = 0) ) = { 3 ) 

En general: 

An B = {x/xEAyxGB} 

Si A y B no tienen elementos comunes se dice que Ay B son disyuntos y 
se represents A Pi B = 0. 

Cuando se realizan operaciones entre conjuntos son posibles unicamente 
tres casos: a) que los conjuntos sean disyuntos, (A n B = 0), b) que un con- 
junto este contenido en el otro, (B CA) o c) que tengan s61o algunos elemen- 
tos comunes, (A n B # 0). 

Mediante diagramas ilustraremos cada caso (v4ase Figura 1.4). 


Uni6n de A y B 



Interseccibn de A y B 



Figura 1.4 
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Complemento de un con junto 

Supongase que hemos escogido un copjunto Universal U y que tenemos un 
subconjunto de U que llamaremos A. Entonces, podemos formar el conjunto 
que consiste en los elementos de XJ que no pertenecen a A. A este conjunto 
lo llamaremos complemento de A (con respecto a U) y lo representaremos 
por A 

Dado un conjunto universal U y un conjunto A, tal que Ac [ 7 , se llama 
complemento de A (y se denota por A ') el conjunto de los elementos de U 
que no pertenecen a A. 

En general, A ' = { x/x G U y x £ A } 

Ejemplos 

1. Sean £7 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} 

y A = 11,3,5,7,9} 

entonces, A ' = {2, 4,6,8,10} 

La representacion grafica de A' se muestra en la Figura 1.5 



Figura 1.5 A Complemento de A con respecto a U. 

2. Sean U el conjunto de los enteros positivos y A el conjunto de los enteros 
positivos pares; entonces, A' es el conjunto de los enteros positivos im- 
pares. 

3. Si A = C7, entonces A ' = <j> 

4. Si A = 0, entonces A* — U 

5. A ci A'= U 

Diferencia de conjuntos 

Ahora consideremos los conjuntos: 

M= {a, b, c, d, e, f, g} 

JV= | a, e, i, o, u> 
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Formemos el conjunto de los elementos que pertenecen a M y no perte- 
necen a N. 

Este nuevo conjunto lo notaremos H y lo llamaremos “diferencia” 

H= M-N 
H= (b, c, d, f, g| 

En general: 

M-N= \x/x EM y x$N) 

Ejemplo 4 

Sean A = { 3, 5, 8, 9, 10} 

B= {4,6,8,11,12} 

A~B= {3,5,9,10} 

B~A= {4,6,11,12} 

La representation grafica de A — B aparece en la Figura 1.6. 



Figura 1.6 A - B: la diferencia de A menos 5. 

1 .5 Propiedades de los conjuntos 

A continuation presentamos un resumen de las propiedades que se cumplen 
en las operaciones entre conjuntos. 

No creemos necesario hacer la demostration rigurosa de ninguna de estas 
propiedades. Sin embargo, recomendamos como ejercicio comprobar median- 
te diagramas de Venn algunas de ellas (como en el ejemplo), pensando en que 
las pueda necesitar para la solution de ejercicios propuestos mas adelante en 
el texto. 

Propiedad idempotente: 

A u A = A An A = A 

Propiedad conmutativa: 

Au B = BU A 


AnB = JB n A 
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Propiedad asociativa: 

(A U B)U C = AU (BU C) 

Propiedad de identidad: 

A u <p = A 
Au U=U 

Propiedad de complementation: 
AU A ' = £7 

(A')' = A 

(CO' = 0 

(0)' = C7 

Propiedad distributiva: 

A u (£ n C) = (A u J3) n (A u c) 

A n (£u C) = (Anfi)u (A n C) 
Ley de De Morgan: 

(A UJ3)' = A'n 5' 


(A n B) n c = An(Bnc) 

A n U= A 
An <(> = <p 


A n A'= <*> 


(AnB)'= A'UB' 


Otras propiedades: 

Si A c B, entonces A*J B = B y A n B = A. (A n B) c Ay A c (AUB) 
para cualquier A y cualquier B. 


Ejemplo: Demuestre mediante diagramas de Venn que (A' U B')' = A n B. 
Figura 1.7 



Figura 1.7 
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1.6 Cardinal de un conjunto 

Sea A un conjunto cualquiera, llamaremos “cardinal de A” al numero de 
elementos de A y lo notaremos como ri(A). 

Ejemplos 

Si V = { x/x es estacion del aiio } entonces w(V)= 4 

Si P = { x/x es un primo par } entonces 17 (P) = 1 

SiL= ( x/x es par menor de 20} entonces tj(L)=9 

Conociendo el cardinal de ciertos conjuntos dados, podemos obtener el 
cardinal de otros conjuntos que son union, intersection, diferencia o comple- 
mentos de los conjuntos dados. 

Si tenemos dos conjuntos A y B definimos el cardinal de la union de 
estos conjuntos de la siguiente forma: 

77 (A u B) = 77(A) + 77(B) - 77 (A n B) 

Si los conjuntos son disyuntos (A n B = <f > ), entonces la relation anterior 
se reduce a: 

n(A^JB) = V (A)+ 77 (B) 

Ejemplo 5 

Una farmacia rebajo el precio de una locion y el de una crema. La conta- 
bilidad al final de un dia indico que 66 personas habian comprado crema; 
21, locion y 12 personas ambos productos. 

a) ^Cuantas personas aprovecharon la oferta? 

b) ^Cuantas personas compraron solamente la locion? 

c) iCuantas personas compraron solamente la crema? 

Solucidn: 

La forma mas practica de solucionar este ejercicio, es mediante el uso de los 
diagramas de Venn-Euler. 

Teniendo en cuenta que hubo personas que compraron ambos productos, 
el di&grama (Figura 1.8) presents una region de intersection entre los dos 
conjuntos a los cuales llamaremos C y L. 

C = { x/x compro 

L = { x/x compro 

u 


crema ) 
locion } 


c L 



Figura 1.8 Regi6n de interseccibn entre los dos conjuntos C y L. 
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Observe que en el anterior diagrama, 12 representa (la intersection) el 
numero de personas que compraron los dos productos y 9 representa el nu- 
mero de personas que unicamente compraron lotion (21 — 12 = 9). De la 
misma forma 54 representa el numero de personas que unicamente compraron 
crema (66 — 12 = 54). 

^Cuantas personas aprovecharon la oferta? 

t ?(LUC)= tj(L) + t?(C) — t)(L n C) 
r?(LU C) = 66+ 21-12 
t ?(LU C)= 75 

Lo anterior representa el cardinal de la union entre los conjuntos. 
Ejemplo 6 

Una encuesta realizada a un grupo de empleados revelo que 277 ten fan 
casa propia; 233, automovil; 405, televisor; 165, automovil y televisor; 120, 
automovil y casa; 190, casa y televisor y 105 tenfan casa, automovil y televi- 
sor. 

a) ^Cuantas personas fueron encuestadas? 

b) ^Cuantas personas tienen solamente casa propia? 

c) iCuantas personas tienen solamente casa y televisor? 

Solution: 

Como habfamos dicho anteriormente, lo mas practico en estos casos es ela- 
borar el diagrama correspondiente (viase Figura 1.9). 

El numero de empleados que poseen los tres servicios, corresponde a la 
intersection de los tres conjuntos. Este es el dato que debe ubicarse en el gra- 
fico. A partir de este cardinal se colocan los otros cardinales que correspon- 
den a las intersecciones entre los diferentes pares de conjuntos que puedan 
conformarse. 



Figura 1.9 Diagrama ejemplo 2. 


En la figura C, Ay T corresponden a los siguientes conjuntos: 



CONJUNTOS 13 


C: { x/x tienen casa } 

A : { x/x tienen automovil } 

T: | x/x tienen televisor ) 

Observe que la suma de los numeros que se encuentran en la region deli- 
mitada por cada conjunto corresponde al cardinal del conjunto. 

Por ejemplo, 17 (C) = 277, luego 

277 = * + 15 + 105 + 85, de donde 

x =12 



Figura 1.10 NOmero de personas que sdlo tienen casa propla. 

a) Para saber cuantas personas fueron encuestadas calculamos el cardinal de 
la union de los tres conjuntos. 

i 7 (CU A U T)= i 7 (C) + I? (A)+ r}(T) — rj(C n A) — rt(C n T) — i?(A n T) 
+ i?(C n A n T) 

n(CV A u T)= 277 + 233 + 405 - 120 - 190 - 165 + 105 
U(CU A^> T)= 545 

b) La region sombreada en la Figura 1.9 corresponde al numero de personas 
que solamente tienen casa y televisor (190 = 105 + 85) que se obtiene de: 

T? (CUT)= r?(C) + w(T) — t 7 (C n T) 
i?(C n T) = 277 + 405 - 492 
i?(C n T) = 190 

c) La region rayada representa el numero de personas que solamente tienen 
casa propia, es decir, 72 ( vease Figura 1.10). 

1 .7 Resumen 

Recuerde que: 

1. Los conjuntos se representan con letras mayusculas y sus elementos se 
encierran entre llaves, separados por comas. 
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A = 11,2,3,4} 

2. Los conjuntos se pueden escribir por comprension o por extension. 

H= {xEz,0< x< 5} 

10,1,2,3,4} 

3. Graficamente un conjunto se puede representar mediante diagramas de 
Venn. 



4. Si A = { 2, 4, 6, 8 } entonces podemos decir que 
2 E A (2 “pertenece a” A) 

5^A(5 “no pertenece a” A) 

5. Si T= {1, 2, 3, 4|y S= {2,4} 
entonces, 

Sc T (S esta contenido en T) 

( S es subconjunto de T) 

En general, para todo conjunto T, <f> C T. 

6. Si n es el cardinal de A, entonces 2” expresa el numero de elementos 
del conjunto partes de A, esto es n [0>(A)] = 2” . 

Para cualquier conjunto A, se tiene que vacio y A pertenecen al con- 
junto partes de A, es decir, <j> € <P(A) y A € /P(A). 


7. A G B = { x/x € A 6 x €E B } 
AnB= [x/xGAyxGB\ 
A' = { x/x E U y x <£ A } 
A—B= [x/xEAyx^B\ 


(A union B) 

(A interseccion B) 
(A complemento) 

(A diferencia con B) 


8. Llamamos “cardinal de un conjunto” al numero de elementos del conjun- 
to y lo indicamos como f?(A) 

r?(AUB) = 77(A) + tj(B)—ij(A O B) 


1.8 Ejercicios y problemas 

1. Determine cuales de los siguientes conjuntos son iguales y entre cuales se 
puede establecer una relacion de contenencia: 

A = { economia, mercadotecnia, contaduna} 

B = { cebada, trigo, ajonjoli } 
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C = ( Quito, Cali, Lima } 

D = { mercadotecnia } 

E = { x/x es una ciudad de Latinoamerica} 

F = 12,4,6,8} 

G = j banano, cafe, trigo, cebada} 

H - { contaduria, economia, mercadotecnia} 

I = I x/x es un par menor que 10} 

J = ( x/x es un digito} 

2. En el siguiente ejercicio escriba todos los subconjuntos del conjunto da- 
do. ^Cuales son los subconjuntos propios? 

a) 12,9} c) {*,-{.11*1} 

b) {{2}, 9} d) { } 

3. Dados: U= <1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} , A = <1, 3, 6, 8, 10} ,B = { 2,4, 
5,6,8} y C= {1,4,6,10} halle: 

a) A U B b) A n B 

c) (A n B)' d) (AuC) 

e) (A nR)U C f) (AU B)n C 

4. Realice: 

a) { x/x es un entero par } n { x/x es un entero impar } 

b) { o, b, c, d\ v <t> 

c) {1,2, 3, 4} n <*> 

d) { jc (persona)/.* es un estudiante} u { x/x tiene mas de 30 aiios} 

e) { x (persona)/.* es un estudiante} n { x/x tiene mas de 30 aiios} 

f) { * (aeroplano)/* es un boeing 747} { x/x pertenece a las lineas 

aereas del sur } 

5. a) Si U es el conjunto de todos los alumnos de la Universidad Nacional 

y A es el conjunto de los alumnos de primer aiio, encuentre A' 

b) Para cualquier conjunto A, encuentre AO C7 y A u U 

c) Para cualquier conjunto A, encuentre A n <f> y A u * 

d) Para cualquier conjunto A, encuentre A n A ' y A u A ' 

e) Dados los conjuntos A y B cualesquiera, ^es A u B - B U A? <j,por 
que? Considerense las mismas preguntas para A n B. 


6. En los siguientes ejercicios una de estas relaciones es verdadera: A c B, 
A - B, B c A. Escriba, en cada caso, la relacion correcta. 

El conjunto universal, es el conjunto de todos los enteros. 

Relacione cada conjunto del grupo A con el conjunto situado frente 
en el conjunto B. 
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a) { x/2x + A 3 = 11 — 2x) 

b) { jc/jc 2 + 4 = 6* - 5} 

c) {*/(* + 4) = 0} 

d) { x/(x - 2) (* - 3) = 0} 

e) { x/x — 1=0}^ { x/x — 2=0} 

f) { x/x = 3 } 

g) {x/x+ 3 = 4} 

h) l x/x 2 = 25} 

i) { T (triangulos en un piano) 

/T es equilatero } 

j) El conjunto de los 
cuadrados en un piano 

7. En cada uno de los diagramas de V< 
a) AV B 


\x/5x + B4 = x+ 12} 
\x/4+ 2x= 10} 

{x/x (j:+ 4) = 0} 

\x/x= 2} 

[x/x 2 -3a:+ 2=0} 

| x/x es un entero impair } 
}*/(*+ 3) 2 = 16} 

\x/x+ 2=7} 

j T (triangulos enun piano) 
/T es isosceles} 

El conjunto de los 
rectangulos en un piano 

, sombree: 


b) AH B 
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8. En cada diagrama sombree la operation indicada: 






9. Resuelva los siguientes ejercicios: 

a) Una mesera tomo una orden de 38 hamburguesas: 18 con cebolla, 
23 con mostaza y 29 con salsa de tomate. De estas, 3 tenfansolo 
mostaza y 8 solo salsa; 9 de las hamburguesas tenian solo mostaza 
y salsa y 5 los 3 ingredientes. Realice un diagrama de Venn y en- 
cuentre: 

i) ^Cuantas hamburguesas llevaban cebolla y salsa solamente? 

ii) iCuantas solo llevaban cebolla? 

iii) ^Cuantas hamburguesas solo llevaban cebolla y mostaza? 

b) En una encuesta realizada en algunos paises acerca de los produc- 

tos de mayor exportation se encontro que: 8 paises exportan ca- 

fe; 15, petroleo y 13, frutas; solamente 6 exportan frutas y petro- 
leo; 4, solo frutas y 3 exportan los 3 productos. 

i) iCuantos paises fueron encuestados? 

ii) ^Cuantos exportan solo cafe? 

iii) iCuantos paises exportan solo petroleo? 
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c) Los siguientes son los datos que muestran la preferencia de algunos 
alumnos de primer semestre por ciertas asignaturas: 
a 36 les gusta matematicas 
a 32 les gusta administracion 
a 31 les gusta biologfa 
a 16 les gusta administracion y biologfa 
a 15 matematicas y administracion 
a 14 les gusta matematicas y biologfa 
y 6 tienen preferencia por las tres. 

i) ^C uant os alumnos fueron encuestados? 

ii) ^Cuantos alumnos prefieren solamente matematicas? 

iii) ^Cudntos estudiantes no prefieren biologfa? 

iv) iCuantos estudiantes prefieren matematicas y biologfa pero no 
administracion? 

10. Sea A = {<p , {1, 2) , { 1M*J , 1, {2}} 

^Cuales de las siguientes afirmaciones son ciertas y por que? 

a) IGA 

b) 2 G A 

c) 2 CA 

d) [2) G A 

e) {2} c A 

f) </> cAyipG A 

g) IGA y |1| GA 

h) i? (A) = 6 

i) r,[<P(A)] = 64 

j) {1,2 \ CA 

11. En cada caso halle <?{M) 

a) M = { 3, 5) 

b) M= {3,5 , 0} 

c) M= {11} 

12. Utilizando las propiedades de los conjuntos demuestre que: 

a) B') n B = A n B 

b) (AnB)U(Afi B') = A 

c) (A^B)'U(A'Ufly=A 

13. Partiendo de que 17 (A ^ B) = r? (.A) + 1? (B) - 1? (A n B) y de las propie- 
dades de los conjuntos, demuestre que: tj (A u B^-> C)= rj (A) + V (B) + 
ij(C) — 7? (A n B) — 7} (B n C) - T? (A n C) + r? (A n B n C) 
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Nota: 4UBUc=(4Ufi)UC 

14, Demuestre que: [AU (JB n A ')] U [A'nB f nC] = AuBUC 
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CAPITULO 



Logica 


OBJETIVOS 

A1 finalizar el presente capitulo el estudiante estara en capacidad de: 

1. Manejar correctamente las proposiciones y conectivos logicos. 

2. Construir tablas de verdad. 

3. Utilizar correctamente el algebra de proposiciones. 

4. Demostrar la validez de los argumentos logicos. 

2.1 Introduccidn 

Fue Aristoteles (384-322 A. C.) el primero en lograr una sistematizacion de 
la LOGICA. Mucho tiempo despues Leibniz utilizo simbolos matematicos en 
su estudio y la desarrollo como un instrumento de la matematica. En el Si- 
glo XIX George Boole realiza un estudio mas amplio sobre la logica simboli- 
ca. A comienzos del Siglo XX, con su obra Principia Mathematica, Bertrand 
Russell (1872-1970) y Alfred North Whitehead (1861-1947) redefinen los 
conceptos basicos de la aritmetica en terminos de conceptos logicos estable- 
ciendo asi un fundamento para las matematicas puras. 

Comprender claramente el algebra de proposiciones logicas sera el objeti- 
vo primordial de este capitulo. 

2.2 Proposiciones Idgicas 

Una proposicion logica es un enunciado del que se puede decir que es verda- 
dero o falso, pero no las dos cosas a la vez. 

Ejemplos 

— 2+3=5 

— Bolivar nacio en Caracas 

— Vacio es subconjunto de cualquier conjunto 

Los anteriores enunciados son proposiciones, puesto que cada uno de 
ellos es verdadero o es falso, sin ninguna duda. 

Por el contrario, los enunciados: 

— Abra la puerta 

— Pinte la pared 

— Estudie la leccion 
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no son proposiciones, ya que no son ni verdaderos ni falsos. En todos los 
casos lo que se da es una orden. 

— Margarita es hermosa 

— Las matematicas son dificiles 

— El agua esta fria 

tampoco son proposiciones, porque el ser verdadero o falso depende de los 
gustos o las circunstancias. 

Las proposiciones se representan por las letras minusculas 
p, q, r . . . , asf: 
p : 2 es un numero entero 

q : 3x2 = 2x3 

r : ... todos los caballos son blancos 

A la veracidad o falsedad de una proposicion logica se le denomina el va- 
lor de verdad de la proposicidn. 

Si q: A c A ^ B, decimos que el valor de verdad de la proposicion q es 
verdadero. 

Denotaremos verdadero con la letra V, y falso con la letra F. 

Una proposicion como 

p: # + 5=8 

se denomina una proposicion abierta, ya que su valor de verdad depende del 
valor que se le asigne a la variable x , 

En las proposiciones abiertas el valor de verdad, denominado conjunto 
de verdad, es el conjunto de todos los valores de la variable que hacen que la 
proposicion sea verdadera. 

Ejemplo 1 

Calcular el conjunto de verdad de la proposicion p: at 2 + 3.x +2=0 
Como (2) 2 + 3(2) + 2= 4- 6+ 2=0,y 
(l) 2 - 3(1) + 2=1 — 3+2=0 

entonces 2 y 1 son soluciones de la ecuacion jc 2 — 3* + 2 = 0, luego el con- 
junto de verdad de p es { 1, 2} . 


2.3 Conectivos Idgicos 

En el lenguaje diario es usual encontrar expresiones como: 

— Si no llueve voy a cine 

— Viajare a Cali o a Medellin 

— 3X2=6y9X5*40 

Todos los anteriores enunciados estan conformados por dos proposicio- 
nes imidas mediante unos simbolos denominados conectivos. A estos enun- 
ciados se les llama Proposiciones compuestas. 
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La siguiente tabla muestra los diferentes conectivos de la logica proposi- 
cional con su respectivo nombre, sfmbolo, notacion y lectura. 


NOMBRE 

SIMBOLO 

NOTACION 

LECTURA 

Conjuncion 

A 

PAq 

P y q 

Disyuncion 

V 

pVq 

P o q 

Disyuncion exclusiva 

z 

pZq 

p o q, pero no ambas 

Implication 

-► 

p-’-q 

p implies q 
Si p entonces q 

Equivalencia 


wsa 

P si y solo si q 
p es equivalente a q 

Negacion 

'V 

~p 

No p. ; es falso que p 


Tabla 2.1 Diferentes conectivos de la I6gica proposicional. 


Ejemplo 2 

Consideremos las siguientes proposiciones p, q y s y formemos con ellas, me- 
diante los conectivos vistos, algunas proposiciones compuestas. 

p : Estudio biologia 

q : Paso la materia 

s : Voy a la fiesta 

p A 'V s: Estudio biologia y no voy a la fiesta 

p V s: Estudio biologia o voy a la fiesta 

p q: Si estudio biologia entonces paso la materia 

q «— ► p: Paso la materia si, y solo si, estudio biologia 

Los anteriores enunciados, por ser proposiciones, tienen valores de ver- 
dad que se obtienen facilmente mediante los valores de verdad de cada una 
de las proposiciones simples. 

Ejemplo 3 

Consideremos la siguiente proposicion: 

3X3=9 y 2 + 12= 14 

es claro que el valor de verdad de la proposicion compuesta es verdadero. 
Observe que: 

3X3=9 tiene valor de verdad (v) 

2 + 12 = 14 tiene valor de verdad (v) 

Luego v A v tienen valor de verdad (v) 
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De la miama manera podrxamos obtener el valor de verdad para cada una 
de las combinaciones de verdadero y falso para la conjuncion A asi: 

v A v v 

v A f f 

f A v f 

f A f f 

2.4 Tablas de verdad 

La siguiente tabla muestra los valores de verdad de las proposiciones com- 
puestas para cada uno de los diferentes conectivos. 


p 

q 

PAq 

pV q 

p3Lq 

p q 

P<->q 

'V p 

V 

V 

V 

V 

f 

V 

V 

f 

V 

f 

f 

V 

V 

f 

f 

f 

f 

V 

f 

V 

V 

V 

f 

V 

f 

f 

f 

f 

f 

V 

V 

V 


Tabla 2.2 Valores de verdad de las proposiciones compuestas. 

Observe que: 

1. La conjuncion (A) solo es verdadera cuando las dos proposiciones son 
verdaderas. 

2. La disyuncion (V) solo es falsa cuando las dos proposiciones son falsas, 

y 

3. La implicacion (-►) solo es falsa cuando el consecuente es falso. 3 
Gjemplo 4 

Construir la tabla de verdad de (p A 'v P) Q 


p 

q 

p 

p A'vp 

(p A'vpj-^q 

V 

V 

f 

f 

V 

V 

f 

f 

f 

V 

f 

V 

V 

f 

V 

f 

f 

V 

f 

V 


Tabla 2.3 


3 En una proposicidn compuesta de la forma p->q, la proposicion p se denomina el 
antecedente y la proposicion q se denomina el consecuente. 
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A continuation detaUaremos el procedimiento para la construction de la 
tabla anterior (Tabla 2.3): 

Como en este caso intervienen dos proposiciones, el total de combinacio- 
nes que se consideran es cuatro. En terminos generales, el total de combina- 
ciones para una tabla es 2" , en donde n es el numero de proposiciones. 

Para facilitar el desarrollo del ejercicio, se procura conservar un orden en 
la disposition de los valores de verdad dentro de la tabla, empezando en este 
caso asi: 2 verdaderos (v), dos falsos (f) para la primera proposition, y una 
verdadera (v) y una falsa (f) intercaladas para la segunda proposition. A con- 
tinuation se hallan los valores de verdad de las diferentes proposiciones com- 
puestas que se puedan establecer utilizando la Tabla 2.2. 

Observe que en la ultima casilla los valores obtenidos son todos verdade- 
ros. En este caso decimos que la proposition es una Tautologies. 


Ejemplo 5 

Construya la tabla de verdad de: (p -► q) «— *• ('v q -► 'v, p) 



Observemos que nuevamente hemos obtenido una tautologfa. 
Ejemplo 6 

Construya la tabla de verdad de: [ (r A s) -*• q] «-* [ (s A 'V q) -»• -v r ] 




s 

B 

'V x 


© 

(r A s) -*■ q 

(s A q) 

pngm 

HI 


D 

V 

f 

f 

n 

V 

f 

V 

V 



f 

f 

f 

f 

V 

f 

V 

V 

9 
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V 

f 


f 

V 

f 

V 

V 

9 


f 

f 


f 

V 

f 

V 

V 


a 

V 


f 

V 

f 

V 

f 

V 


f 

V 


V 

f 

V 

V 

V 

V 

f 

H 

f 


f 

f 

V 

f 

V 

V 


H 

f 

■ 

H 

f 

V 

f 

V 

V 


Tabla 2.5 
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Los ejemplos anteriores corresponden unicamente a tautologfas, pero 
podri'a darse el caso de que en la ultima columna solo se presenten valores 
falsos; dirfamos entonces que la proposition es una contradiction o una 
falacia. Cuando en la ultima columna aparecen falsos y verdaderos, la propo- 
sition se denomina una indeterminacion. 

2.5 Leyes de las proposiciones Idgicas 


Ley conmutativa: 
p V q +-+ q V p 

p A q «— *■ q A p 

Ley asociativa: 
(pVq)Vr^pV(qVr) 
Ley distributiva: 

(p A q) A r «-*• p A (q A r) 

(p A q) V r = (p V r) A (q V r) 

(p V q) A r = (p A r) V (q A r) 

Ley de De Morgan: 

^ (p A q) «— ► 'V p V ^ q 
Otras leyes: 

'v (p V q) «— ► ^ p A ^ q 

pV^P^ verdad 

P A ^ p+-> contradiction 

N ~ (~ p) «-*■ p 

PVP^P 

Leyes de implication: 

\ p-*-q«-* ,v 'q-»-' v p 
/ p -*■ q +-+ V q 

; p A (p -*• q) +-*■ p A q 

PAP^P 


Estas son las propiedades mas importantes; sin duda, podrfamos hacer 
una lista mucho mas extensa. 

Ejemplo 7 

Como ejercicio demostraremos ima de las propiedades anteriores, utilizan- 
do las tablas de verdad. 

Demostrar que p-*-q^' v pVq. 


P 

q 

p-*q 

'Vp 

q 

'Vp V q 

® *■* © 

V 

V 

V 

f 

V 

V 

V 

V 

f 

f 

f 

f 

f 

V 

f 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

f 

f 

V 

© 

V 

f 

V 

© 

V 


Tabla 2.6 
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2.6 Argumentos l6gicos 

Un argumento logico es un razonamiento en el que a partir de una serie de 
enunciados llamados premisas se obtiene un resultado llamado conclusion. 
Se dice que un argumento es valido si asumiendo que todas las premisas son 
verdaderas la conclusion tambien lo es. Si un razonamiento no es valido se 
dice que es un sofisma o una falacia. 

Ejemplo 8 

1. Verifique el siguiente argumento: /Pi : p -*• q 

- P 2 ; 'v r -*• 'V q 

q : p-*r 

Para demostrar la validez de un argumento debemos partir del hecho de 
que tenemos las proposiciones Pi A P 2 A ... A Pm y tratar de llegar a la 
conclusion q por medio de las leyes de las proposiciones, asf. 

Pi: P->qAPj es equivalente 

Pi : P ->■ q A P 2 : q -»• r (por ley de implication) 

luego: P-*qAq-^r se obtiene p -*■ r 

que era lo que querfamos concluir. Que ^r-»^q sea equivalente a 
q -+ r es el paso esencial de la demostracion. 

El exito de las demostraciones estara en el eficaz cumplimiento de estos 
pasos. 

2. Demuestre la validez del siguiente argumento: 


Pi : 

P- q 

P 2 : 

'v q V r 

q = 

p -*• r 


En este caso es esencial notar que ^qVres equivalente a q -*• r. 

Por tanto (p -*• q) A ( % q V r) puede ser escrito como (p -*> q) A ~ q V r 
por tanto p -*• r, que era lo que querfamos concluir. 

3. Escriba en forma simbolica y demuestre la validez del siguiente argumen- 
to: 

Si 3 es impar, entonces 2 no divide a 9 
7 no es primo o 2 divide a 9 
7 es primo 
luego 3 es par 

Sean p : 3 es un numero impar 

q : 2 divide a 9 

r : 7 es primo 

Luego el anterior argumento se puede escribir asf: 
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Pi : 

P -*• 'V q 

P 2 : 

MVq 

Pa : 

r 

q : 

^ p 


Como en el ejercicio anterior 'V r V q es equivalente a r -*■ q, las premisas 
serian. 

Pi : q ^ p 

P 2 : r -* q 

q 3 = r 

que pueden reescribirse 

p, : q->^p 

P 2 : r -»■ q 

q 3 : r 

y tendriamos: rA(r-+q)A(q->' v p) 

luego r -+ ^ p, que era lo que queriamos demostrar. 

2. 7 Cuantif icadores 

Una proposicion cuantificada es aquella en la que se sabe cuantos elementos 
la satisfacen. 

Ejemplos 

1. Todos los enteros son racionales 

2. Existe un x, tal que x + 5 = 12 

3. Ningun gato es bianco 

4. Todos los animales son mamiferos 

5. Ningun caballo vuela 

Las palabras todos, existe un, ningun, que nos dicen cuantos, se denomi- 
nan cuantif icadores. Los cuantificadores se dividen en universales y existen- 
ciales. 

Cuantificadores universales: 

El cuantificador universal es “todos” y se representa por el sfmbolo V . 

La expresion, Vx, x G 2, signified que para todo x (para cualquier jc), 
x es un elemento del conjunto 2. 

Cuantificadores existenciales: 

El cuantificador existencial es “existen algunos” y se representa con el sim- 
bolo 3. 
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La expresion 3x/ x + 3=8, significa que existe algun x tal que 
x + 3=8. 

Una proposicion cuantificada tambien tiene su valor de verdad, verdade- 
ro o falso. 

Negation de cuantificadores en proposiciones cuantificadas: 

'v ( Vx, x) *-* a x/ ^ x 
** ( 3x/x ) «— *• Vx, ^ x 

Ejemplo 9 

Negar las siguientes proposiciones: 

1. Todos los numeros son racionales 

2. Algunas mujeres son altas 
Las respectivas negaciones serian: 

1. Existe al menos un numero que no es racional 

2. No todas las mujeres son altas 

2.8 Resumen 

Recuerde que: 

1. Proposicion: es un enunciado del que se puede decir que es verdadero o 
falso. 

2. El valor de verdad de una proposicion es la veracidad o falsedad de esta. 

3. Conectivos logicos. 

Disyuncion ( V ) Conjuncion ( A ) 


Implicacion ( -*> ) Equivalenda ( ++ ) 


4. Si los valores de verdad obtenidos en una tabla son todos verdaderos se 
dice que la proposicion compuesta es una tautologia. En el caso en que 
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p q 
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p *•* q 
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f 
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pVq 
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V 
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V 

f 
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los valores de verdad sean todos falsos se le denomina falacia o contra- 
diction. 

5. Un razo namien to logico es un razonamiento en el cual a partir de una' 
serie de enunciados llamados premisas, se obtiene un resultado llamado 

conclusidn. 

Ejemplo 10 

Si llueve, Enrique se enfermara 
Enrique no se enfermo, luego no llovio 

llueve 

: Enrique esta enfermo 

->q,^q entonces ^ p (razonamiento valido) 

6. Una proposicion en la que se sabe cuantos elementos la satisfacen, deci- 
mos que es una proposicion cuantificada. 

V se lee “para todo” y es el cuantificador universal. 

3 se lee “existen algunos” y es el cuantificador existential. 

2.9 Ejercicios y problemas 

1. Determine el valor de verdad de cada uno de los siguientes enunciados: 

a) Si 3 < 5, entonces —3 < —5 

b) Si 2 + 2 = 4, entonces 3 + 3 = 7 si, y solo si, 1 + 1 = 4 

c) V 16 =46 V 16 = —4 

d) 6 + 4 = 10 y • s[2 = 2 

e) \T5 + \T2 = \/~5 y 4 + 4 = 8 

f) 5 2 = 25 6 3 • 3= 9 

g) Si 2 + 2 = 4, entonces no es cierto que 2+l=3y5+5=10 

h) 2 + 5 = 7 si, y s61o si, 3 + 6=9 

i) Si 3 — 1 = 2, entonces 2+2=4 

j) 5 + 1 = 8 si, y s61o si, 5 — 1 = 2 

2. Construya la tabla de verdad de: 

a) (p^q)- + (pA q) 

b) ~ p -*■ (q ■+ p) 

c) (p -*> q) V ^ (p ♦-* ~ q) 

d) [(p^q)Ap]=>q 

3. Determine a que corresponde, (falacia o tautologfa) cada una de las si- 
guientes proposiciones: 

a) (p A q) A 'V (p V q) 

b) [ (pA q) A s] «-♦ [p A (q A s) ] 
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4. Construya la tabla de verdad apropiada para demostrar: 

a) (pVq)A' v p < = > ' v pAq 

b) P V(pAq)«p 

c) ' v (pVq)V('VpAq)« s »' v 'P 

d) [ p -*■ (q -*• r) ] ~ [ (p A ~ r) -*• 'V q ] 

5. Demuestre utilizando las tablas que: 

[ p -o (q A r) ] [ (p ■+ q) A (p -*• r) ] 

Esto es, que la implicacion cumple la distributiva respecto a la conjun- 
cion. 

6. Compruebe la validez de cada uno de los siguientes argumentos: 

Si trabajo no puedo tomar clases de musica 
trabajo o apruebo biologi'a 
Aprobe biologfa 

Por tanto, tome clases de musica 

7. Julio Cesar, que siempre dice la verdad, le ha contado a su amigo Ivan lo 
siguiente: “Me gusta Liliana o Victoria, pero no ambas. Ademas, si me 
gustara Liliana, me gustana tambien Victoria”. ^Quien le gusta realmen- 
te a Julio Cesar? 

8. Exprese en forma simbolica y niegue las siguientes proposiciones, utili- 
zando el cuantificador apropiado: 

a) Existen enteros tales que x 2 — 1 = 0 

b) Ningun conjunto es subconjunto de vacfo 

c) —5 es un numero racional 

d) A todos los alumnos de secundaria les gusta los deportes 

e) En todos los numeros naturales x,—xes menor que cero 

f) Existe un racional de la forma a/b tal que a/b — 1 es negativo 

g) Algunos mamfferos son acuaticos 

9. Niegue la siguiente proposicion: [ (p V q) A r] => [s V (q A t)]. 
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Numeros 


OBJETIVOS 

A1 finalizar el presente capitulo el estudiante estara en capacidad de: 

1. Clasificar un numero en el conjunto al que pertenece, segun sus caracte- 
risticas. 

2. Resolver ejercicios sobre operaciones binarias. 

3. Aplicar las propiedades de los numeros reales en la solution de ejercicios. 

4. Resolver ejercicios con valor absolute. 

3.1 Introduccidn 

Medir y contar fueron probablemente las primeras actividades de tipo mate- 
matico que realizo el hombre. Debieron pasar muchos siglos para que el 
hombre obtuviera un concepto abstracto de numero. Fue G. Frege quien 
a finales del presente siglo asocio el concepto de numero natural a la teoria 
de conjuntos. 

Las funciones eran conocidas por los babilonios, segun muestran tabli- 
llas uniformes del Siglo 2000 A.C. Los numeros irracionales se atribuyen a 
Pitagoras (572-497 A.C.), quien establecio la relation entre los catetos de 
un triangulo y su hipotenusa en su famoso teorema. Mas tarde, Teodoro 
de Cirene demostro la irracionalidad de \Z~2, V"3 . . . Los numeros negativos 
fueron estudiados por muy pocos matematicos de la antigiiedad e incluso 
fueron rechazados en la edad media. Solo hasta el Siglo XVI, Harriot intro- 
dujo el signo (— ) para caracterizar los numeros negativos. 

Los numeros complejos se deben a Bombelli, italiano del Siglo XVI, 
a quien se tiene como un precursor; sin embargo, fue el danes C. Wessel 
quien dio una interpretation geometrica de los mismos representandolos 
como un punto del piano. 

Dedicaremos este capitulo al analisis de las propiedades y caracteristicas 
mas importantes de los numeros. 

3.2 Sistemas num6ricos 

Podemos considerar un sistema numerico como un conjunto que por tener 
ciertas caracteristicas y cumplir determinadas propiedades recibe un nombre 
especifico. 


33 
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El conjunto {1, 2, 3, 4, . . .} cuyos elementos son utilizados para contar, 
recibe el nombre de numeros naturales y se representa por: 

IN = 11,2,3,4,5,...) 

A1 conjunto No = JO, 1, 2, 3, 4, 5, . . .) 4 se le denomina conjunto de los 
enteros no negativos. A la unidn de este conjunto con el conjunto de los en- 
teros negativos . . . —4, —3, —2, —1 se le llama conjunto de los enteros y 
se representa por 

2 = No U | .... -4, -3, -2, -1 ) 

Z = ( ...,-3,-2, -1,0, 1,2, 3, 4,... ) 

Observe que N C No C Z. 

A1 conjunto J p/q / p y q e 2 y q *0) sele denomina conjunto de los 
numeros racionales y lo representaremos por Q 

Q = J . . . , -2, -3/2, -1/3, 0, 1/8, 2/7, 4, . . . ) 

En este conjunto podemos diferenciar dos subconjuntos: 

i) El de las fracciones propiamente dichas, como por ejemplo 

-3/2, -1/3, 1/8, 2/7. . 0 n , 

ii) El de los enteros, como por ejemplo —2, 0, 4. 

Los numeros racionales tienen, ademas, la qaracterfstica de poder ser 
representados como un decimal inf inito periddico, asf : 

-2 = -2.00 = -2.TT 

-3/2 = -1.500 = -1.5TT 

2/7 = 0.285714285714 = 0.285714 

-1/3 = 0.333333333333 = 0.T 

En todos los casos anteriores existe en la representacidn decimal una par- 
te que se repite, que se denomina parte periddica. Se acostumbra escribir los 
numeros con la parte periddica expresada una sola vez, colocando sobre ella 
una barra. 

No todos los numeros pueden expresarse como decimales infinitos pe- 
riodicos; por ejemplo al numero 

7 t = 3,141592654 ... no se le conoce periodo. 

En 1973, utilizando un computador IBM CDC 7.600, Jean Guillond y 
Martine Bouyer llegaron a establecer un milldn de cifras decimales para jt 
sin encontrar un periodo. 

A los numeros decimales que, como n, son NO periodicos, se les deno- 
mina numeros irracionales. Son tambien numeros irracionales: e = 2.718281 s , 
V3 y en general todas las raices no exactas de numeros enteros. 

Al conjunto conformado por la unidn de los numeros racionales y los 
irracionales se le llama conjunto de los numeros reales, y se representa por 
R. 

4 Denotaremos por No el conjunto de los numeros naturales que incluye al cero. 

5 El ntimero e es la base de los logaritmos naturales. 
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Existe otro sistema numerico conformado por nume ros d e la forma 
a + bi, en donde a y b son reales e i representa a V — 1 (i = V — 1). Este 
conjunto se denomina conjunto de los numeros complejos 6 7 , en donde a 
se llama la parte real y b la parte imaginaria. 

Ejemplo 1 

Son numeros complejos 2 + 3/, 5 — 7/, — — i. 

u 

En la Figura 3.1 se muestran las diferentes clases de numeros y las rela- 
ciones que existen entre ellos. 

3.3 Operaciones b inarias 

Las operaciones usuales de la aritmetica, tales como 2 + 3 = 5, 4 X 5 = 20, 
8 — 6= 2 y 10 -r 5 = 2, se llaman operaciones binarias porque, si escogemos 
dos numeros cualesquiera, la operacion genera un tercer numero. Esto es, 
hay dos elementos integrantes y un resultado. La uni6n y la intersection de 
conjuntos, A U B = C y A n B = C, son ejemplos de operaciones binarias en 
los conjuntos. 

Una manera mas formal de definir una operacion binaria es la siguiente: 
Sea S = { o, b, c , . . . } un conjunto cualquiera. La operacion * es una operacion 
binaria en S si, y solamente si, a cada par ordenado (a, b ) n , donde ay b son 



Figure 3.1 Sistemas num^ricos . 


6 En un capftulo posterior mostraremos su utilidad. 

7 V6ase Plano Cartesiano, en el presente capftulo. 
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elementos de S, le corresponde un elemento unico a * b de S. Indicamos esta 
correspondencia mediante la notation 

(a, b)-* (a* b) 

En esta definition hay varios puntos que se deben observar con especial 
cuidado: 

1. El orden de ay b es importante porque (a, b) es un par ordenado. 
Asi, a * b # b * a. 

2. La operacion tiene que estar definida para todos los pares (a, 6), donde 
ay b son elementos de S. 

3. El elemento resultante a* b tiene que ser un elemento de S. 

Ejemplo 2 

Sea S = No = {0, 1, 2, 3, . . .} 

a) Si * = + , entonces (3, 4) -*• 7 

que usualmente escribimos 3+4=7 

b) Si * = X, entonces (2, 5) -* 10 
que escribimos 2 X 5 = 10 

c) Si * = — , entonces (2, 5) =/= (5, 2) 
dado que 2 — 5 # 5 — 2 

d) Si * = entonces (7, 10) -*• —3. Como— 3 £ No, entonces la operacion 
* = — sobre No, no es una operation binaria. 

e) Si * = +, entonces (4, 0) -*• 4/0. Como 4/0 no esta definido, luego sobre 
No * = + tampoco es una operacion binaria. 

Ejemplo 3 

a) Sea S el conjunto de los numeros reales R. Entonces, sabemos que 

la adicion: (a, b) -*•(<* + b) 

la multiplicacion: (a, b) -*■ (a X b) 

la sustraccion: (a, b)-*- (a — b) 

son operaciones binarias en R. 

b) Por el contrario, 

la division: (a, b) -*■ (a + 6) 

no es una operacion binaria en R porque (a, 0) -*> (a + 0) no esta defini- 
da. No obstante, la division es una operacion binaria en los numeros rea- 
les diferentes de cero. 

c) Sea S el conjunto de los subconjuntos de un conjunto universal U. En- 
tonces, 

la union: (A, B) -*• (A B) 

la interseccion: (A, B) -*■ (A r> B) 

son operaciones binarias en S. 
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Observe que * no represent# necesariamente las operaciones adicion, 
sustraccion, multiplicacion y division, sino que podria representar otras 
mas. 


Ejemplo 4 


1. Sea a * b = 2a + 3b, entonces 
(3, 4) -*■ 18, que se obtiene asu 
(3,4) = 2X3 + 3X4 
= 6+12 


18 


2. Sea a * b = — a + b, entonces 
2 


6*3 = - (6) + 3 

2 


= 3+3 

= 6 


Propiedades de las operaciones binarias 

Propiedad conmutativa: Es importante el orden en que se efectua una opera- 
cion binaria; el cambio de orden produce, algunas veces, resultados diferen- 
tes. 

La operacion binaria * es conmutativa en un conjunto S si, y solamen- 
te si, para cada par ordenado (a, b) de elementos de S, 

ft 

a * b = b * a 

Ejemplo 5 

1. Sea S el conjunto de los numeros reales R. Entonces, la adicion y la 
multiplicacion son conmutativas en R porque, para todos ay b, 

a + b = b + a y a X 6 = b X a 

2. La sustraccion no es conmutativa en R porque por ejemplo, 8 — 2 ¥= 
2 - 8 . 

Propiedad asociativa: Una operacion binaria definida en un conjunto S nos 
permite combinar dos elementos de S y obtener un tercer elemento de S. 
Sin embargo, no nos dice como combinar tres elementos de S tales como 
a * b * c. Por esta razon introduciremos la propiedad asociativa de una ope- 
racion binaria y demostraremos que si la operacion posee esta propiedad, 
entonces podemos dar un significado al sfmbolo a * b * c. 

Para introducir el concepto de asociatividad tomaremos como ejemplo 
la adicion de numeros reales. Si escribimos los numeros 2, 5 y 8 en este or- 
den: 2, 5, 8, queremos encontrar el valor de 
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2 + 5 + 8 

La adicion es una operacion binana, es decir, que podeinos sumar unica- 
mente dos numeros cada vez. Sin embargo, podemos calcular 2+5+8 
agrupando 

(2 + 5) + 8 

Ahora sumamos 2 + 5 = 7, y despues 7 + 8 = 15. Parece, pues, que 
2 + 5 + 8 = 15 

Es posible agrupar los sumandos de otro modo: 

2 + (5 + 8) = 2 + 13 = 15 

Estos resultados sugieren que los dos modos de agrupar los sumandos 
producen siempre el mismo resultado. De hecho, es verdadero que para nu- 
meros reales cualesquiera a, b y c 

(a + 6) + c = a + (b + c) 

Esta expresion establece la propiedad asociativa de la operacion binaria 

de la adicion. , 

La definicion de una operacion binaria asociativa es la siguiente: La ope- 
racion binaria * es asociativa en un conjunto S si, y solamente si, para cada 
tema de elementos a, b y c de S 

(a * b) * c = a * (b * c) 


Ejemplo 6 

1. La adicion y la multiplication son operaciones binarias asociativas en R. 

2. La sustraccion no es asociativa en R porque, por ejemplo, 

(12- 8) - 2 = 2 y 12 - (8 — 2) = 6 

3. La division no es asociativa en R porque, por ejemplo, 

(24 * 6) * 2 = 2 y 24 + (6 + 2) = 8 

Ahora que ya conocemos el significado de la propiedad asociativa, volva- 
mos a nuestro problema original, es decir, encontrar un significado a la ex- 
presion a * b * c donde a, b y c son elementos del conjunto S, en el cual 
esta definida * como una operacion binaria. Si * es asociativa, es razonable 
definir que a * b * c es igual a cualquiera de las expresiones (a * 6) * c 6 
a* (b * c). La definicion formal es la siguiente: 

Sea * una operacion binaria asociativa en un conjunto S y sean a, b y 
c elementos cualesquiera de S, tornados en este orden: a, 6, c. Entonces, 
por definicion, la expresion a * b * c es igual a cualquiera de las dos expre- 
siones (a * b) * c y a * (b * c). 

Observation: La definicion de a * b * c depende del orden en que se escri- 
ban a, 6 y c. Asf, no aseguramos que a*b*c=b*a*c=b*a*c, aun- 
que es posible que esta igualdad se verifique en algunos casos especiales. 
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Ejemplo 7 


1. Puesto que la adicion es asociativa en R, definimos a + b + c como igual 
a cualquiera de las expresiones (a + 6) + c 6 a + (6 + c). 

2. Del mismo modo, definimos a X b X c como igual a cualquiera de las 
expresiones (a X b) X c 6 a X (b X c). 

3. Puesto que la sustraccion y la division no son asociativas, las expresiones 
12 — 6 — 3 y 24 t 6 t 2 no estan claramente definidas. Sin embargo, 
las propiedades R6 y R7 eliminaran esta dificultad. 



Como mencionamos anteriormente, un numero real es un numero que se 
puede representar por una expresion decimal infinita. 

Aunque un numero real es un objeto matematico bien definido, pode- 
mos, sin embargo, representarlo de muchas maneras. Por ejemplo, podemos 
escribir 7 de las siguientes maneras: 


VII, Hldos (basedos), — - , 7,000 , . 9 — 2 

3 

El numero racional que generalmente se expresa por — se puede repre- 
sentar tambien por 2 



Para escribir un numero real se suele utilizar la forma “mas sencilla” 
(7 y — en los ejemplos anteriores); pero cuando sea conveniente, no dudare- 
mos en utilizar otras representaciones. 

Puesto que — y no son mas que nombres del mismo numero, diremos 
que son iguales y escribiremos 
1 _ _ 2 

2 “ 4 


De manera mas general, definimos la igualdad de simbolos que represen- 
tan numeros reales, como sigue: dos simbolos, ay b, que representan nume- 
ros jreales son iguales si, y solamente si, representan el mismo numero real. 

fEn esta seccion examinaremos sistematicamente las propiedades aritme- 
ticas de los numeros reales. Basaremos nuestra discusion en las propiedades 
de la adicion y de la multiplication, y de ellas derivaremos las propiedades 
de la sustraccion y la division. Comenzaremos repitiendo propiedades estu- 
diadas en la seccion anterior. 

R1 La adicion y la multiplication son operaciones binarias en el conjunto 
R de los numeros reales. 

R2 La adicion y la multiplication son operaciones conmutativas. 

R3 La adicion y la multiplication son operaciones asociativas. 
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4- Las dos proposiciones siguientes comprenden los elementos neutros adi- 
tivo y multiplicative. 

Una operacion binaria definida sobre S tiene un elemento neutro, deno- 
tado por e, si y solamente si,ees un elemento de S y para todo elemento a 
de S, 

a * e = a y e * a = a 

y, ademas, e es el unico elemento de S que verifica estas igualdades. 

Puesto que sabemos que para cualquier numero real a, 

a X 1 = a y lXa=a 

se sigue que el numero 1 es el elemento neutro de la multiplication. 

Luego tenemos estas propiedades: 

R4 Los numeros reales tienen un elemento neutro aditivo unico, el cero. 

R5 Los numeros reales tienen un elemento neutro multiplicative unico, el 
uno. 

Las dos propiedades siguientes se refieren a los elementos inversos: 

Si * es una operacion binaria definida sobre S que tiene un elemento neutro 
e, y si a es un elemento dado de S, entonces el elemento a -1 de S es el inver- 
so de a (respecto a la operacion *) si, y solamente si, 

a * a -1 = e y a -1 * a = e 

y si, ademas, a' 1 es el unico elemento de S que verifica estas igualdades. 

Ob8ervacidn: La notation a' 1 es la que se suele usar para representar 
los inversos. Sin embargo, es posible que exists alguna confusion porque 
se puede considerar que —1 es un exponente negativo. Hay que tener cui- 
dado de no caer en este error porque <r\ no tiene otra interpretation dis- 
tinta a la que se le dio en la definition anterior y, asi, —1 no es un expo- 
nente segun el significado usual de esta palabra. 

En la adicion es facil encontrar el inverso aditivo de cualquier numero 
real porque, por ejemplo: 

El inverso aditivo de 3 es —3 porque 

3 + (-3) =-3+3 = 0 

El inverso aditivo de —4 es 4 porque 

-4 + 4 = 4 + (-4) = o 

El inverso aditivo de 0 es 0 porque 

0 + 0 = 0 


Los inversos aditivos tambien se llaman “opuestos”. El opuesto de a 
se denota por —a. El opuesto de (—a) es — (-^o); ahora bien, puesto que 
a + (—a) = 0, se sigue que —(—a) = a. 

Del mismo modo, tampoco existe dificultad alguna con los inversos mul- 
tiplicativos de la mayor parte de los numeros reales. Por ejemplo: 


El inverso multiplicative de 5 es 


1 

— porque 
5 
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5 x -- = - X 5 = 1 
5 5 

2 3 

El inverso multiplicativo de — es — porque 

o 2 



El numero real cero, sin embargo, no tiene inverso multiplicativo. Supon- 
gase que a fuera un inverso multiplicativo de 0. Entonces, tendriamos que 
0 X a = 1. Ahora bien, 0 X a = 0. Por tanto el numero real cero carece de in- 
verso multiplicativo. El inverso multiplicativo de a (=£ 0) se escribe — . 

a 

Tenemos asf las dos propiedades siguientes: 

R6 Todo numero real a tiene un inverso aditivo unico: —a. 

R7 Todo numero real a diferente de cero tiene un inverso multiplicativo uni- 
1 

co — . 

a 

La existencia de estos inversos nos permite definir la sustraccion y la divi- 
sion en terminos, respectivamente, de la adicion y de la multiplication: 

Definition de sustraccion y division: 

1. La diferencia a — b de dos numeros reales se define por la igualdad 

a - b = a + (-6) 

2. El cociente a 4 - b (donde b =£ 0) de dos numeros reales se define por la 
igualdad 

e + 6 ‘ 0 x (?) 


Observaciones 

1. Puesto que el cero carece de inverso multiplicativo, la division por cero 
no esta definida. 

2. Como una extension de la definition de sustraccion, es costumbre defi- 
nir a — b — c como a + (—6) + (— c), y a esta expresion se le pueden 
aplicar las propiedades de la adicion. Por ejemplo, 

12 - 6 - 3 = 12 + (-6) + (-3) - [12 + (-6)] + (-3) 

= 6-3=3 

tambien, 

12 - 6 - 3 = 12 + [ (-6) + (-3) ] 

= 12 + (-9) 
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= 12-9 
= 3 

Como una extension mas, tenemos lo siguiente: cualquier sucesi6n de 
adiciones y sustracclones, como a — b + c + e — f — g, se define igual a la 
suma 

o+ (—6) + c+ e+ (-f) + ( -g)= (a + c+ e) — (b + f+ g) 
asi, 

15-6+10+3-4-8 = (15+ 10+ 3) -(6+ 4+ 8) 

= 28 — 18 
= 10 


Del mismo modo, a * b - 5 - c se define como a X — X — . Asi, por ejem- 

bc 

plo, 24-5-6 i-2= (24 X -) X — = 2. Ademas, a ± b X c X e ± f + g se 
define como V 6 ' i. 2 


(?) 



a X c X e 

b X f X g 


asf, 


12-5-3X5X6^4^-10 = 


12 X5X 6 
3 X 4 X 10 


360 

120 


Existe una relacion entre la adicion y la multiplicacion que se utiliza con- 
tinuamente en aritmetica y algebra. Esta relacion se llama propiedad distri- 
butiva de la multiplicacion sobre la adicion. 

R8 Propiedad distributiva de la multiplicacidn sobre la adicidn: Para cuales- 
quiera numeros reales a,byc, 

a X {b + c) = (a X b) + (a X c) 


Ejemplo 8 

a) 4X(2+ 3)= (4X 2)+ (4X3) 

b) 2 X (*+ y) = 2x+ 2y 

c) (o + 6) X (c+ d) = [ (a+ 6)Xc]+ [ (a+ 6)Xd ] 

= ac+ bc+ ad+ bd 

Nota: En la expresion a X (b + c), el parentesis en 6 + c es necesario para 
evitar cualquier interpretacion erronea en la realization de las operaciones, 
dado que sin el parentesis la expresion anterior podrfa realizarse: 

i. Haciendo primero la suma de 6 y c y luego multiplicand© el resultado de 
esta por a, o 

ii. Primero el producto a X b y a este sumarle c. 
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Cuando en una expresion no aparecen parentesis, las operaciones se reali- 
zan siguiendo un orden de prioridades: primero, potencias y rafces; segundo, 
productos y cocientes y, finalmente, sumas y restas. Este orden es el que 
sigue un computador en la realization de operaciones de este tipo. 

Las propiedades R1 a R8 constituyen los fundamentos algebraicos de los 
numeros reales y de ellas se derivan otras importantes leyes del algebra. En 
los cursos avanzados de matematicas se toman R1 a R8 como axiomas de un 
sistema abstracto llamad o cuerpo^ Podemos, por tanto, decir que los nume- 
ros reales forman un cuerpo. 

Ejemplo 9 

Suponga que * es una operacion definida de la siguiente manera: 
a * b = (a + 6) + (a X 6) 

a) £Es * una operacion binaria en ft? 

b) £Es * conmutativa en ft? 

c) iEs * asociativa enft? 

d) iExiste un elemento neutro? £cual es? Calcule 2 * e. 

e) ^ Exist en los inversos? £cual es el inverso de 3? 

Solucidn: 

a) Dado que la suma (+ ) y el producto (X ) son operaciones binaries en ft, 
* por su definition es tambien una operacion binaria en R. 

b) a * b = (a + b) + (a X b) 

= {b + a) + (b X a) (conmutatividad de + y X en/R) 

= b *a 

Luego * es conmutativa en R. 

c) (a * b) * c = [ (a + b) + (a X 6) ] * c 

= ( [ (a + b) + (a X 6) ] + cj + [ (a + b ) + (a X 6) ] X c 
= (a+6+c+aX6)+(a+6)Xc+(aXbXc) (T) 
Ahora, a * (b * c) = a * [ (b + c) + (6 X c) ] 

= a + [ (6 + c) + (6 X c) ] + a X [ (6 + c) + (6 X c) ] 
(a+6+c+6 Xc)+ 0 X( 6 +c)+(aX 6 Xc)(D 
Como 1 # 2, a * (6 * c) # (a * b) * c, luego * no es asociativa en ft. 

d) Sea e el identico, luego V a, 

a*e=e*a = a, 

Como * es conmutativa, a * e = e * a, entonces, si e es el identico, 

> a* e = a, 
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a * e = (a + e) + (a X e) = a, entonces 
a + e+ ae = a 
e + ae = 0 
e(l+a) = 0 
e =0 

El identico es cero. 

2 * 0 = (2 + 0) + (2X0) 

= 2 + 0 = 2 

e) Si existen los inversos, V a, 3 a -1 / 
a * a -1 = a -1 * a = e = 0 
a * a' 1 = 0, luego 
(a + a" 1 ) + (a X a' 1 ) = 0 
a* 1 + a X a' 1 = -a 
a" 1 (1 + a) = -a 


a tiene inverso si a =£ — 1. 

-3 3 

El inverso de 3 es — —— = — 

1+3 4 

3»- [ 3+ (- £>]+ [3X — ^ ] 

Ejemplo 10 

Considere S = I 1, m, n, o } con la operaci6n s definida en S de la siguiente 
manera: 


® 

i 

m 

n 

o 

1 

1 

m 

n 

0 

m 

m 

n 

o 

1 

n 

n 

o 

1 

m 

o 

o 

1 

m 

n 


a) iCual es el identico de ® sobre S? 

b) Emplee la tabla para calcular 3 s (man) 

c) iEs ls(mso)=(l® m) s o? 

d) iCual es el inverso de m? 
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Solucidn 

a) Mediante una observacion directa de la tabla, tenemos que cualquier ele- 
mento operado con “1” origina el mismo elemento; luego el identico de 
la operation es 1 . 

b) 1 s (m s n) = 1 s o 

= o 

c) 1 s ( m s o) = (1 s m) s o 

1 e 1 = m s o 

1 = 1 

d) m 2 ? = 1 

observe en la tabla que: 
m 2 o = 1 

Luego el inverso de m es o. 

En el conjunto de los numeros reales R existe un subconjunto importan- 
te, R + , constituido por los numeros reales positivos. Este subconjunto esta 
dotado de las siguientes propiedades: 

R9 La suma de dos numeros reales positivos es positiva. 

RIO El producto de dos numeros reales positivos es positivo. 

Rll Ley de la tricotomia: para cada numero real a es verdadera una, y sola- 
mente una, de las siguientes proposiciones: 

a) a es positivo 

b) —a es positivo 

c) a es cero 

Cuando decimos que —a es positivo, estamos asegurando que a es negati- 
vo. Asi, R se divide en tres subconjuntos disyuntos: 

a) los reales positivos 

b) los reales negativos 

c) el cero 

3.5 Teoremas sobre los numeros reales 

Son muchos los teoremas que se pueden demostrar con base en las propieda- 
des de los numeros reales. Mencionaremos y demostraremos algunos, unica- 
mente con el fin de realizar una aplicacion de las propiedades. 

Teorema 1 

Si a, b y c representan numeros reales, y si a = b, entonces: 

i. a + c = b + c 

ii. a — c = b — c 

iii. a c = b c 

iv. a/c = b/c, si c # o 
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Teorema 2 

Para todo numero real a, a X 0 = 0 

Teorema 3 

Si o y 6 son los numeros reales, y a X 6=0, entonces a = 0 6 6=0 

Teorema 4 

Para todo numero real a, (—1) X a = — a 

Teorema 5 

Si a y 6 son dos numeros reales, entonces (— o) X (— 6) = o X 6 

Teorema 6 / 1 \ 

Si o, 6 y c son numeros reales, y ab=c, con a # 0, entonces 6 = ( — )x (c) = — 

\a/ a 

Teorema 7 

Si a, b y c son numeros reales, y a c = be, con c# 0 entonces a = 6. 
Demostraciortea 

Teorema 3 Si a, 6 € R, ab = 0 (T) , entonces a = 0, 6 6 = 0 
Demostracion 

Si a = 0, el teorema se cumple de inmediato. 

Si a # 0, entonces 

i existe (por R7), luego, multiplicando en ambos miembros de (T) por 
a 

1 ^ 

a 

( — ^ X a& = — X 0, por R3 y Teorema 2 
\ a / a 

X a X 6 = 0, por R7 ^ 

(1) X 6 = 0 por R5, 

6=0 

Teorema 4 V a, (—1) X a = — a 


Demostracion 
1 ) 1 + (- 1 )= 0 


Definicion de inverso aditivo 
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2) [1 X a] + [ (-1) X a] = 0 X a 

3) 0 X a = 0 

4) 1 X a = a 

5) a+ [ (-1) X a] = 0 

6) a + (—a) = 0 

7 ) a+ (-l)X a = a + (-a) 

8) (— 1) X a = — a 

Teorema 6 V a, b, c € U, si a b = c, 


Propiedad distributiva 
Teorema 3 
Definicion de 1 
(2), (3) y (4) 

Definicion de inverso aditivo 
(5)y(6) 

Sustraccion de a en ambos miembros 

b - — c, a¥> 0 

a 


Demostracion 

ab = c, como a 0, — existe, ( — ^ X (a b) = — - X c, por R3 
a \ a / a 


[7*°]*” =(7) 
lxi> -(7) 

* ‘(7) 


X C,por R7 
X C,por R5 
X C 


Teorema 7 V a, b, ceR, si oc=6cyc#0, a = b 
Demostracion 

ac = b c, como c ¥= 0,— existe, (oc) X — = (6c) X — , por Rd 

c c c 

aX^cX = 6x|cX ~^,porR7 , 

a X 1 = b X 1, por R5 

a = b 


3.6 Los enteros 

Los enteros son los numeros naturales, el cero y los negativos de los numeroa 
natvirales:{. . . —3, —2, — 1, 0, 1, 2, 3, . . .} Con frecuencia se les llaman “en- 
teros positivos”, “cero” y “enteros negativos”. Los enteros son, pues, casos 
especiales de los numeros reales; pero no verifican todas las propiedad es R1 
a Rll. Los enteros no verifican la propiedad R 7 . 8 
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3.7 Representaci6n geometries de los numeros reales 

En matematicas la representacion de los numeros reales como puntos de una 
recta es de suma imiportancia. Por lo cual dedicaremos esta seccion a la cons- 
truction y manejo de la recta numerica. Para conseguir esta representacion 
comenzaremos por localizar arbitrariamente sobre la recta el punto 0. 

A partir de cero, hacia la derecha se ubicaran los numeros positivos y hacia 
la izquierda los numeros negativos (vdase Figura 3.2). 


NUMEROS NEGATIVOS NUMEROS POSITIVOS 

I — 

0 


Figura 3.2 La recta numdrica. 

El hecho mas importante en la representacion es que a cada punto de la 
recta corresponde un numero real, y solamente uno, y que a cada numero 
real corresponde un punto de la recta y solamente uno. 

En la representacion de los numeros reales tambien es importante conser- 
var el “orden”. 


i i i i i i i i i l J 1 1 

_e -5 '-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 


Figura 3.3 Representacion de los enteros. 


Observe que el segmento comprendido entre dos enteros consecutivos es 
siempre de la misma longitud. A esta longitud la llamaremos unidod patron 
y se puede escoger arbitrariamente. O sea que la distancia que hay entre 0 y 
1, es la misma que hay entre 1 y 2, 2 y 3, etc. La misma situation se puede 
considerar del cero hacia la izquierda (enteros negativos). 

Asi como representamos los enteros en la recta numerica podemos repre- 
sentar los numeros racionales, asociando a cada numero racional un punto de 
la recta. Por ejemplo, si queremos representar racionales con denominador 3, 


dividimos la unidad 
tra la Figura 3.4. 


patron en tres partes iguales de longitud 



como mues- 


1 1 

1 - 

1 

1 

1 

1 

- 1 ■ 


-1 

3 

_ J_ 
3 

0 

3 

2 

3 

1 



Figura 3.4 Representacion de los racionales. 
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En general, para representar numeros racionales cuyo denominador es el 
entero q # 0, dividimos la unidad patron en q partes iguales ( v6ase Figura 
3.5). 


1 1 1 1 1 1 

1 I 1 1 

L I 1 

1 I 1 

i 1 1 

1 1 

-1 

—2^ 

Q 

0 JL 

Q 

4 

Q 

1 



Figura 3.5 Representacidn de los racionales. Generalizacidn. 


De forma similar, podemos representar sobre la recta numerica los nume- 
ros irracionales. Por ejemplo, para ubicar construimos un triangulo rec- 
tangulo cuyos catetos tengan longitud 1. De esta manera obtenemoS que la 
hipotenusa de este triangulo vale >/£.* Una construccion como la de la Fi- 
gura 3.6 nos permitira ubicar \f% sobre la recta numerica. De la miSma ina- 
nera, construyendo un triangulo rectangulo de catetos 1 y %/Z, obtendriamos 
>/W, y asi sucesivamente. 

Hemos visto que podemos representar sobre la recta numerica, enteros, 
racionales, irracionales, positivos, negativos, es decir, cualquier numero real. 
Todo numero real se puede representar como un punto sobre la recta nume- 
rica y que a cada uno de sus puntos le corresponde un nfimero real. Conclui- 
mos que existe una correspondencia biumvoca entre los puntos de la recta 
numerica y los numeros reales. 



3.8 Valor absoluto 

Para cualquier numero real a, se define su valor absoluto como sigue: 


I a | 


a; si a > 0 
—a; si a < 0 


& En un triangulo rectangulo, c J = a 2 + & 2 (Teorema de Pitagoras). Siendo c la longi- 
tud de su hipotenusa y a, b las longitudes de sus catetos. 
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Esto significa que el valor absolute de un numero siempre es un numero 
positivo, salvo en el caso de cero cuyo valor absolute es cero. Observe que el 
valor absolute se indica escribiendo el numero entre barras. 

Ejemplos 

13/51 = | 

I -80 | = -(-80) = 80 

|— VTl = — (— v^2)= 

I it I = rt 

|2-9| = |-7| = -(-7) =7 



El significado geometrico del valor absolute de un numero puede interpre- 
tarse como la distancia a la cual se encuentra dicho numero del origen. (Wa- 
se Figura 3.7). 


F»gura3.7 Representaci6n geometries del valor absoluto. 

A continuation enumeramos algunas propiedades del Valor absoluto. 

1. yfxr -|*| 9 

2. |*» y\ = \ x | • | y | 

3 . \x_\ = |_*_| 
i y i i y i 

Ejemplos 

1 . s/t=W = 1-41 

V 16 = —(—4) 

4 = 4 

2. | (-4) (-2) |=|-4|-|—2| 

|8| = [-(-4)] • [-(-2)] 

8 = (4) (2) = 8 


9 Un error frecuente consiste en considerar que \Jx 2 — ± X. Recuerde que \/9repre- 
senta unicamente la rafz positiva de 9, luego \/9" = + 3. 
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HI 

Pii 


-(-3) 

1 

T 


3.9 Plano cartesiano 

Para la construction del piano cartesiano trazamos primero dos rectas per- 
pendiculares en el piano y las denominamos eje X y eje Y. Su punto de in- 
tersection se llama origen 0. Establecemos una correspondencia exacta entre 
el eje X y los numeros reales colocando el cero en 0, los reales positivos a la 
derecha de 0 y los reales negativos a la izquierda. Repetimos este proceso en 
el eje Y, colocando los reales positivos por encima de 0 y los reales negativos 
por debajo de 0. Para recordar esta convention dibujaremos una flecha hacia 
la derecha en el eje X, y otra hacia arriba en el eje Y. Estas rectas dividen 
el piano en cuatro regiones llamadas “cuadrantes” que se numeran I, II, III, 
IV (vtase Figura 3.8). 


Y J 
II 

1 

0 

III 

X 

IV 


Figura 3.8 Cuadraote del piano cartesiano. 

En el piano cartesiano es posible representar un par ordenado de nume- 
ros reales (*, y) en donde x representa la distancia del punto al eje Y, yy re* 
presenta la distancia del punto al eje X. En terminos generales, la representa- 
tion de un par ordenado de numeros reales (*, y) determina un punto en el 
piano (v4<m Figura 3.9). 

Un par ordenado (a:, y) de numeros reales es un par donde el primer ele- 
mento es x y el segundo elemento es y. Como consecuencia de esta ordena- 
cion, el par (x, y ) es distinto del par (y, x), si jc ¥= y. 




REALES (R>. 


IRRACIONALES (Q')" 


RACIONALES (Q) 
ENTEROS (Z) 


NATURALES(N) {0| NEGATIVOS 
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2 . 

3. 


4. 


5. 


Si S es un conjunto, entonces a*b es una operacion binaria si a cada par 
ordenado (a, b) le corresponde un unico elemento de S. (a*b = c, c e S) 

En el conjunto de los reales, la suma y el producto satisfacen las siguien- 
tes propiedades: 

Rl: Son operaciones binarias. 

R2: Son conmutativas. a + b = b + a a • b = b • a 

R3: Son asociativas. a+ (6+ c) = (a+ 6)+ c , a • (6 • c) = (a • b) • c 

R4: El cero es el neutro de la suma. Para todo aG R,a + 0 = 0 + a = a 

R5: El uno es el neutro del producto. Para todo aG R,a • 1= 1 • a = a 

R6: Todo numero real tiene inverso aditivo. Para todo a, existe —a, tal 

quea+ (— a) = (— a) + a = 0 

R7: Todo numero real diferente de cero tiene inverso multiplicativo. 

Para todo a # 0, existe a ~ l , tal que (a) • (a -1 ) = (a -1 ) • (a) = 1 

R8: Distributive, a • (6 + c) = a • 6 + a • c 

Las siguientes propiedades se refieren a los numeros positivos: 

R9: Si a > 0 y b > 0, entonces (a + 6) > 0 
RIO: Si a > 0 y 6 > 0, entonces (a • 6) > 0 

Rll: Ley de tricotomia. Si a G R, entonces se cumple una, y solo una, 
de las siguientes proposiciones: i) a > 0, ii) —a > 0, iii) a = 0 

Valor absoluto de a ( | a \ ) 

( a si a > 0 


I a | = 


— a si a < 0 


3.11 Ejercicios y problemas 

1. Diga a que conjunto de los descritos en la secddn sobre los sistemas nu* 
mericos pertenecen los siguientes numeros: 


a) 

-V4T 

d) 

sfT 

g) 

—e 

b) 

3i 

e) 

7T 

h ) 

16 

c) 

7,25 

f) 

»-£ 

i) 

V— 5"+ 3 


2. a) ^Por que no es la sustraccion una operacion binaria en el conjunto 
de los enteros positivos? De un contraejemplo. 

b) Nombre un conjunto en el cual la sustraccion sea una operacion bi- 
naria. 

c) ^Por que la division no es una operacion binaria en el conjunto de 
los numeros reales? 

d) Nombre un conjunto en el cual la division sea una operacion bina- 
ria. 

e) ^Es siempre verdadero que a * b = b * a? 
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f) ^Que propiedad tiene la operacion * si, para cualesquiera a y 6 de S, 

a* b=b* a? 

g) iCuales operaciones de la aritm6tica de los numeros reales son con- 
mutativas? 

h) iPor que la sustraccion no es conmutativa en los numeros reales? 
De un contraejemplo. 

i) iPor que la division no es conmutativa en los numeros reales? De un 
contraejemplo. 

3. La operacion binaria (x) esta definida en el conjunto { 1, 2, 3 } segtin la 
Tabla 3.1. 


© 

1 

2 

3 

1 

1 

2 

3 

2 

3 

1 

2 

3 

2 

3 

1 


Tabla 3.1 


a) ^Esta operacion es conmutativa? 

b) £Es asociativa? 

c) ^CuaLes el id6ntico de (x) ? 

d) £Cual es el inverso de 2? 

e) Calcule 2 ® (3 © 1). 

4. En el ejercicio siguiente demuestre o refute la proposition dada, utili- 
zando las propiedades Rl a R8. 

a) (a + b) X c = (o X c) + (6 X c) 

b) a+(l»Xc)=(a+i)}X(B + c) 

c) a t (b + c) = (a * b) + (o * c) 

d) (a — b) + b — a 

e) Si a ¥= 0, ax + b = 0 tiene soludon unica. 

f) Para cualquier numero real a existe un nvunero real x tal que Ojc = a. 

5. En la siguiente demostracion hay un “unico error”. iCual es? 

Sea x = y, luego 

x? = x>y 

x 1 —y 2 = xy — y 2 
(x-y) (x+ y)= y ( x — y ) 
x + y = y 
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2 y = y 

2y y 

y y 

2=1 

6. Represente sobre una misma recta numerica los siguientes numeros: 

a) — — b) 2 c) \/W d) \TF e) vTT* 

9 T 9" 

7. Localice en el piano cartesiano los siguientes puntos: 

P. (-1, 1), ft (3, 0), P 3 (15, -3), P 4 (2, 3), P 5 (-*, t r), P. (i, 

8. a) Grafique el triangulo cuyos vertices estan ubicados en los puntos: 

P> (-3, 5), ft (4, 2), P 3 (3, -2) 

b) Grafique el rectangulo cuyos vertices son los puntos: 

P. (-3, 8), ft (-7, 4), P 3 (5, -7), P 4 (9, -3) 

9. Muestre que: 

I 8 + (-2/3) | < | 8 | + | -2/3 | 
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CAPITULO 


4 


Algebra basica 


OBJETIVOS 

A1 finalizar el presente capftulo el estudiante estara en capacidad de: 

1. Realizar correctamente las operaciones adicion, sustraccion, multiplica- 
cion y division de expresiones algebraicas. 

2. Factorizar correctamente expresiones algebraicas. 

3. Identificar y resolver con facilidad productos notables. 

4.1 Introduccidn 

El Algebra es la parte de las matematicas que trata de las cantidades represen- 
tadas por medio de sfmbolos. Comprende basicamente tres partes: polino- 
mios, expresiones algebraicas y ecuaciones. 

Los orfgenes del Algebra se remontan a Euclidea con el Algebra geomAtri- 
ca y surge plenamente independizada de la geometrfa con Diofanto de Ale- 
jandria (Siglo III A. C.). 

Fue introducida en Europa por los Arabes, y en 1494 se publica en Vene- 
cia (Luca Pacioli) el primer libro de Algebra. 

El frances Vie ter fue el primero en introducir letras para representar nu- 
meros de tal forma que cualquier razonamiento particular tomata carActer 
general. Vieter trabajo ademas en la mayoria de las simplificacionee algebrai- 
cas de las desigualdades. 

Se puede decir que el Algebra elemental clAsica termina con el teorema 
fundamental del Algebra enunciado en 1746 por D’Alembert y demostrado 
totalmente por Karl F. Gauss en 1799. 

En este capftulo nos ocuparemos, en particular, de las expresiones alge- 
braicas, de los polinomios y de las operaciones fundamentals entre ellos. 

Los temas a tratar constituyen la base fundamental del Algebra; por tan- 
to, es conveniente y necesario que cada uno de ellos sean trabajados auficien- , 
temente con el Animo de crear una base solida para los posteriores capftulos. 

4.2 Expresiones algebraicas 

Una combinacion de numeros, variables y signos de operacion se denomina 
expresion algebraica. 10 


10 Una expresidn que no es algebraica se denomina trascendente. Son trascendenteg 
2 cos 2 « , log (* + 1), e . 
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Ejemplo: Son expresiones — 2*a*6 2 * 4x 2 + 5x — \/~2y 2 
algebraicas 3 xyz + 2x 2 y 

4ac 2 y 3 + 6a 3 y 3 
s/W+ 5s 2 


x 2 + 2y 

En una expresion algebraica cada una de las partes separadas por un “sig- 
no mas” o por un “signo menos” se denominan terminos de la expresion 
algebraica. 

Ejemplo 1 

En 4a 2 + 5* — \/Sy 5 » existen tres terminos que son 4* 2 , 5x, y >/2y 2 . 

Cuando en una expresion algebraica aparecen radicales, factores o cocien- 
tes, estos se consideran como un solo termino. 

Ejemplos 

1. En x 2 + s/ x + y, hay solamente dos terminos que son: x 2 y %/•* + y 

.! ■ 5^ 

2. En 3xy + -g - - ^ + 1, hay tres terminos que son: 3ay,— y 1 

En un termino se aprecian tres elementos fundamentales: el signo, el coe- 
ficiente y la parte variable. 

El signo siempre ser& m£s (+ ) o menos (—), e indicard, la operacidn a rea- 
lizar con la expresion algebraica. El coeficiente serd un numero real y la parte 
variable (literal) estd constituida por una o varias variables (base) y su corres- 
pondiente exponente, que represents el grado del tdrmino. 

Ejemplo 2 

En las expresiones 3 xy; — </jc + 1; 3 z s , el signo, el coeficiente y la parte 


variable son: 
signo 

coeficiente 

parte variable 

+ 

3 

xy 


1 

V*+ 1 

+ 

3 

lz s ] 


Observe que si un termino no va precedido de ningun signo se asume 
que el signo es mas (+ ). Si en un termino no aparece el coeficiente, se asume 
que este es uno (1). 

Ejemplos 

1 . 4 + 2X 2 — xy~ 2 z 3 

En la anterior expresion algebraica se observan tres terminos: 4; 2X 2 y 
—x y~ 2 z 3 . En el termino — xy~ 2 z 3 , el signo es menos (— ), el coeficiente 
uno (1) y la parte variable es xy ~ 2 z 3 . 

2. ax 2 + bx + c; a, b , c, constantes. 

En este caso a, b , c son los coeficientes de cada termino. 
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T6rminos semejantes 

Se dice que dos o mas terminos son semejantes si difieren unicamente en su 
coeficiente. Por ejemplo 4a: 2 y 3 y 6a: 2 y 3 son terminos semejantes pero 3ay 2 
y 7a^y no son terminos semejantes ya que ay 2 x 7 y, del mismo modo son 
semejantes: 

— mnp~ l , 2 nmp~ l , 3 p~*mn ya qu emnp~ l = nmp -1 =*p~ l mn. 

2 


Reduccidn de tdrminos semejantes 

Reducir significa reunir en uno solo varios terminos. Para reducir terminos 
semejantes se suman algebraicamente los coeficientes y se coloca la misma 
parte variable. 

Ejemplos: Reducir 

1. 84.x 2 y + 5a? y + 3a 2 y = + 92.x 2 y 

En este caso 92 es el resultado de sumar 84 + 5 + 3. El signo m&s (+ ) 
proviene del signo m&s (+ ) de cada uno de los t&rminos, 

2. Sab 1 — 14a6 2 — ab 1 — bab 2 = —23 ab 1 

En este caso 23 es el resultado de sumar 3 + 14 + 1 + 5. El signo menos 
(— ) proviene del signo menos (— ) de cada uno de los terminos. 

3. 13ar 2 y + 4ac 2 y — 8a: 2 y + jc 2 y — 24a?y 
= 18x 2 y - 32a: 2 y 

=— 14a: 2 y 

En este caso, 18 es el resultado de sumar 13 + 4 + 1 y 32 es el resultado 
de sumar 8 + 24; el signo menos por la misma razon del ejemplo ante- 
rior. 

14 es el resultado de 32 — 18. El signo menos (—) aparece por ser el 
signo del coeficiente mayor. 

Los anteriores ejemplos nos permiten generalizar la siguiente regia: 

i) Cuando reducimos terminos semejantes que tienen el mismo signo, 
se suman los coeficientes y se deja el mismo signo (ejemplos 1 y 2). 

ii) Cuando reducimos terminos semejantes que tienen signos diferentes 
se reducen a uno solo los terminos positivos, a uno solo los terminos 
negativos y luego se restan los coeficientes obtenidos colocartdo el 
signo del coeficiente mayor (ejemplo 3). 

Ejemplo: Reducir 

— 21m 2 x + 52m 2 x — 60m 2 x + 84m 2 x — 31 m 2 x — m 2 x — 33m 2 x 
= 136m 2 x — 146m 2 x 
= —10m 2 x 
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4.3 Signos de agrupacibn 

Los signos de agrupacion se utilizan para clasificar y facilitar el manejo de 
expresiones algebraicas. 

Los signos de agrupacion mas empleados son : 

( ) Parentesis 

[ ] Parentesis angular o corchetes 
{ } Llaves 
Ejemplo 3 

x+ 2y — (3jc+ y) 

(*-2y) (* + 2y) 

Para suprimir signos de agrupacion se debe tener en cuenta: 

1. Si el signo de agrupacion esta precedido de un signo mas (+) todos los 
terminos dentro del signo de agrupacion conservan el mismo signo. Asi: 

a? + (-2a? + 3x — 8) 

= x 3 — 2x 2 + 3jc — 8 

2. Si el signo de agrupacion esta precedido de un signo mds (+ ) todos los 
los terminos dentro del signo de agrupacion se les cambia el signo. Asi: 
2m - (3y 2 - 6a 2 + 36 2 ) 

= 2m - 3y 2 + 6a 2 - 3fc 2 

3. Cuando dentro de un signo de agrupacion estan incluidos otros, la supre- 
si6n de los mismos se realiza de adentro hacia afuera, asi: 

8a: + j —5a — [— m + 3a — (—9* — m — a)]| 

= 8jc+ ( —5a — [— m + 3a + 9 ac+ m + a]} 

= 8jc+ | —5a + m — 3a — 9 a: — m — a} 

= 8x — 5a + m— 3a— 9 a: — m — a 

Ejemplos 

Suprimir los signos de agrupacion en la siguiente expresion: 

3jc — (2xy — 3y 2 ) + |y- [2xy-(: c 2 + 3y)+ 2y 2 ]} 

= 3ac — 2 xy + 3y 2 + | y — [2xy — x 2 — 3y + 2y 2 ]} 

= 3jc — 2xy + 3y 2 + { y — 2 xy + jc 2 + 3y — 2y 2 1 

= 3jc — 2 xy f 3y 2 + y — 2ay + x 2 + 3y — 2y 2 

4.4 Operaciones con expresiones algebraicas 

En esta seccion estudiaremos la manerade realizar las operaciones fundamen- 
tales con expresiones algebraicas. Trataremos unicamente la adicion y la mul- 
tiplicacion ya que algebraicamente la sustraccion y la division son casos par- 
ticulars de la adicion y la multiplicacion respectivamente. 11 


11 Ver definicion pigina 41. 
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Adicion 

Las expresiones: 

3.x + 2x 
8y — lly 

—3 mx 2 + mn + 6 mx 2 

(4X 2 - 3xy + 2) - (5X 2 + x - 3) 

Se consideran todas como adiciones de expresiones algebraicas. Obser- 
ve que 

3x+ 2x 
Sy + (-lly) 

(Smx 1 ) + mn + 

(4x 2 - 3xy + 2) + (-1) (5X 2 + x - 3) 

Para sumar expresiones algebraicas se procede de la siguiente manera: 

i) Se suprimen los signos de agrupacion. 

ii) Se reducen los terminos semejantes. 

Ejemplos 

Efectuar las operaciones indicadas 

1. (3a 2 + 2o6 + c) + (3c — 4a 2 — ab) 

= 3 a 2 + 2 ab + c+ 3c — 4a 2 - ab 
= 3a 2 —4a 2 + 2 ab—ab+ c+ 3c 
= — a 2 —ab+ 4c 

2. (3r 2 s+ r 3 + 4s 5 ) — (3r 3 — 4s 5 + 6rs 2 ) + (10r 2 s+ 15rs 2 ) 

= 3r 2 s + r 3 + 4s 5 -3 r 3 + 4s 5 - 6rs 2 + 10r 2 s+ I5rs 2 

= 13r 2 s+ 9rs 2 + 8s 5 — 2r 3 

3. (4a 2 -3b 2 )- (lab + b 2 ) -(5a 2 + 6a6 + 106 2 ) 

= 4a 2 - 3b 2 - lab - b 2 - 5 a 2 - 6a6 - 106 2 

= - a 2 - 146 2 - 13a& 

El proceso de la adicion se puede realizar convenientemente si se distri- 
buye el trabajo en columnas de manera que cada columna contenga unica- 
mente terminos semejantes. Por ejemplo, la siguiente suma: 

(5x 2 y+ x — 3xy 2 + 2) + (—2x+ 3y + lxy 2 —5) 
se puede escribir asi : 

5x 2 y + x — 3 xy 2 +2 

— 2x_+ Ixy 2 — 5 + 3y 
5x 2 y — x + 4xy 2 — 3 + 3y 

Esta distribucion del trabajo es particularmente util cuando hay que su- 
mar tres o mas polinomios. 

Multiplication 

Para multiplicar dos o mas expresiones algebraicas se debe realizar el siguien- 
te procedimiento: 
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i) Producto de los signos 

Para efectuar el producto de los signos, procedemos asi: 

Producto de signos iguales da positivo (+) 

Producto de signos diferentes da negativo (— ) 

ii) Producto de los coeficientes 

El coeficiente del producto es el producto de los coeficientes de los fac- 
tores. 

iii) Producto de las partes variables 

Para efectuar este producto, se tiene en cuenta la “ley de los exponen- 
tes”: 

Para multiplicar potencias que tienen la misma base se escribe la misma 
base y se suman los exponentes. 

a 4 X a 3 X a = a 4+3+1 = a* 

Observe que (a 2 6 3 ) X a 3 
= (a 2 6 3 ) X (a 3 6°) 

_ a J + 3 . ft 3+0 _ a S b 3 

iv) Finalmente se reducen los terminos semejantes, si los hay. 

Ejemplos 

Efectuar los siguientes productos: 

1- (f *»*)(-? "0 / 


i) (+)•(-)=- 



iii) (jc 2 y 3 ) (a 2 x*y)= a 1 • • y 3+1 

= a 2 jc 6 y 4 
Luego 

2. (3a 2 6)^ia 3 fcc 2 -4aft 4 c 3 + 8^ 

Aplicando la ley distributiva, se tiene: 

= (3c 2 6) Q-a 3 bc 2 )+ (3a 2 6) (-4a6 4 c 3 )+ (3o 2 6) (8) 

y siguiendo el procedimiento para multiplicar, se obtiene 

= — a s b 2 c 2 —12a 3 6 s c 3 + 24a 2 b 
4 

3. (a 2 + 2b) (3a 2 + 46 + 1). La ley distributiva nos permite escribir 
a 2 (3a 2 + 46+ 1) + 26 (3a 2 + 46+1) 
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Una nueva aplicacion de la ley distributive nos da 
(3a 4 + 4a 2 6 + a 2 ) + (6a 2 6 + 86 2 + 26) 

= 3a 4 + 10a 2 b + a 2 + 86 2 + 2b 

El trabajo puede prepararse como se indica a continuation: 

3a 2 + 46 + 1 
a 2 + 26 
3a 4 + 4a 2 6 + a 2 

± 6a 2 6 + 86 2 + 26 
3a 4 + 10a 2 6 + a 2 + 86 2 + 26 

Un caso particularmente importante es el del producto de dos expre- 
siones que contienen potencias de una sola variable. En este caso es con- 
veniente disponer el orden de los terminos de tal manera que los expo- 
nentes decrezcan termino a termino, esto es,“en orden descendente de 
potencias”. 

Asi, si tenemos 

7x 2 + 21X 3 — x 3 + 2x — 1 + Sx 4 
escribiremos 

21x* + 5X 4 — x 3 + 7 x 2 + 2x — 1 

Esta disposition fatilitara el trabajo de la multiplication y, mas tarde, el 
de la division. 

4. (9a 2 + 1) (x 2 -3) (x 2 + 2x) /C 

Para realizar este producto efectuamos el producto de los dos pnmerot, 
factores y este nuevo producto lo multiplicamos por el tercer factor. 

= (9a 2 x 2 —27a 2 + x 2 — 3) (x 2 4- 2x) 

= 9 a 2 x 4 — 27a 2 x 2 + x 4 — 3X 2 + 18a 2 x 3 — 64a 2 x+ 2X 3 — 6x 
= x 4 + 9a 2 x 4 + 2X 3 + 18a 2 x 3 - 3X 2 - 27a 2 x 2 - 6x - 54a 2 x 

El producto final es independiente del orden en que se multipliquen los 
factores. 


4.5 Productos notables 

Existen algunos productos cuyos resultados se pueden determinar facilmente 
siguiendo ciertas reglas. Estudiaremos las siguientes: 

a) Cuadrado de la suma de dos terminos 

(a + 6) (a + 6) = (a + 6) 2 


(a + b) 2 = a 2 + 2a6 + 6 2 


(4.1) 


Luego el cuadrado de la suma de dos terminos es igual al cuadrado del 
primero mas el doble producto del primero por el segundo, mas el cuadrado 
del segundo. 
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Ejemplo 4 
Calcule: 

(3a 3 + 86 4 ) 2 = (3a 3 ) 1 + 2(3a 3 )(86 4 )+ (86 4 ) 2 
= 9 a 6 + 48a 3 b A + 64 b* 

b) Cuadrado de la diferencia de dos terminos 
(a — 6) (a — 6) = (a — b) 2 

(4.2) 

Luego el cuadrado de la diferencia de dos terminos es igual al cuadrado 
del primero menos el doble producto del primero por el segundo mas el cua- 
drado del segundo. 

Ejemplo 5 
Calcule: 

(je rn _y«)J = )2 -2 (JC m y")+ (y") 2 

= * 2m — 2jc m y" + y 2 ” 

Los dos productos anteriores se pueden resumir asi: 

' (4.3) 

c) Cubo de una suma o una diferencia de dos terminos 

(4.4) 

Luego el cubo de una suma (diferencia) de dos terminos es igual al cubo 
del primero mas (menos) el triple producto del cuadrado del primero por el 
segundo, mas el triple producto del primero por el cuadrado del segundo, m£s 
(menos) el cubo del segundo. 

Una generalizacion de los productos anteriores, (a ± 6)", se obtiene apli- 
cando el teorema del binomio. 12 

d) Producto de una suma por una diferencia 

(4.5) 






32 Ver apcndice . Teorema del binomio. 
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Luego el producto de una suma por una diferencia es igual al cuadrado 
del primer termino menos el cuadrado del segundo (diferencia de los cua- 
drados). 

Ejemplo 6 

(say + -§-* 2 y) (say 
= ( 8 ^ o ') 2 - Q * 2 ?) 2 


= 64x*y 2 — ^-* *y 2 

e) Producto de la forma (* + a) (x + b) 


(* + a) (* + 6) = x 2 + (a + b)x+ ( ab ) 


(4.6) 


Luego el producto (x + a) (* + b) es igual al cuadrado del primer termi- 
no mas el producto del primer termino por la suma de los segundos termnjosr' 
mas el producto de los segundos terminos. 


Ejemplo 7 

(x 2 + 5y) (jc 2 -7 m) 

= (x 2 ) 2 + (5 y - 7m)* 2 + (5y • -7m) 

= x 4 + (5y — 7m)* 2 — 35ym 
= ** + 5* 2 y — 7 * 2 m — 35ym 

Sugerencia: antes de continuar, se recomienda realizar los ejercicios al final 
del capitulo relacionados con los temas vistos. 

4.6 Factor izacidn 

Factorizar una expresion algebraica significa escribirla como un producto de 
factores. 

La expresion (3* + 2) (* — 5) esta factorizada porque se encuentra ex- 
presada como un producto, en este caso de dos factores; por el contrario la 
expresion (4* — 1) (y + 6) + (* + 2) no esta factorizada ya que, aunque apa- 
rece un producto, la expresion se encuentra escrita como una suma. 

Al descomponer en factores (factorizar) pretendemos deshacer el proceso 
de la multiplicacion. Veremos la importancia de descomponer en factores 
cuando tengamos que simplificar fracciones algebraicas o resolver ciertas cla- 
ses de ecuaciones. 

El problema de la descomposicion de factores puede ser complicado algu- 
nas veces. En esta seccion trataremos ciertos metodos de factorizacion ele- 
mentales y directos, y algunos teoremas menos usuales. 
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a) Factor comun 

Cuando todos los terminos de una expresion algebraica tienen un factor co- 
mun, aplicamos la ley distributiva ‘‘hacia atras” para factorizarla. 

a(b + c) = ab + ac (ley distributiva) 
ab + ac = a(b + c) 

\/' 

factor expresion 

comun factorizada 

Ejemplos 

1. 2X 3 + 6X 2 - 10 = 2 (x> + 3s 2 - 5) 

2. ** — X 2 = x 2 (x 1 — 1) 

3. ac + be + ad + bd = (ac + be) + (ad + bd) 

= c(a + b)+ d(a + 6) = (c+ d)(a+ b) 

4. 24a 2 xy 2 — 36j ^ y 4 = 12 xy 2 (2a 2 — 3*y 2 ) 

5. x 2 —a 2 + x — a 2 x = x 2 + x — (a 2 + a 2 x) 

= *(* + 1) — a 2 (1+ *) 

= (* + 1) (*-a 2 ) 

b) Trinomio cuadrado perfecto 

Una expresion algebraica es un cuadrado perfecto cuando es el cuaxbrado de 
otra expresion; esto es, cuando es el producto de dos factores iguales. 

Ejemplo 8 

1. 9x 2 es un cuadrado perfecto 
9x 2 = (3*) 2 

= (3x)(3x) 

2. 16* 2 + 8 xy + y 2 es un cuadrado perfecto 
16* 2 + 8ay + y 2 = (4x+ y) 2 

3. 81 — 108a 4 + 36a 8 es un cuadrado perfecto 
81 - 108a 4 + 36a 8 = (9 - 6a 4 ) 2 

Observe que los dos ultimos ejemplos satisfacen (4,3) , esto es 
16* 2 + 8^ + y 2 

(i ) 2 (y ) 2 

2(4*) (y) 

luego para reconocer cuando una expresion es un trinomio cuadrado per- 
fecto, debemos verificar que en dicha expresion dos de los terminos sean 
cuadrados perfectos (ambos positivos o ambos negativos) y el otro termino 
sea el doble producto de las raices de los dos anteriores. 
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Para factorizar un trinomio cuadrado perfecto se escribe dicho trinomio 
como el cuadrado de la suma o diferencia de las raices de sus cuadrados per- 
fectos. 


Ejemplo 9 

1. 9a 2 —30 ab 2 + 256 4 


(3a) 2 


I 

(5b 2 ) 2 


2(3a) (56 2 ) 

Luego 9a 2 -30a& 2 + 256 4 = (3a -56 2 ) 2 

2. cd* + x?y 2 + — 

4 

* + * 2 y 2 + j = (** + yy 2 )’ 


3. —36+ 12m 2 — m 4 
= -(36 -12m 2 + m 4 ) 
= —(6 — m 2 ) 


c) Diferencia de dos cuadrados 

Consideremos expresiones de la forma x 2 — a 2 
Por (4.5) 

x 2 — a 2 = (jc+ a)(a — a) 

por tanto, los factores de una diferencia de cuadrados pueden escribirse a 
primera vista. 


Ejemplos 

1. x 2 - 9= (* + 3) (*-3) 

2. x* — y 4 * (x J + y 2 ) (x* — y*) 

= (x 2 + y 2 ) (x — y) (x + y ) Factorizado totalmente 

3. (3* + 5) 2 — (2* — l) 2 = [(3*+ 5) + (2* — 1)] X [(3x+ 5) — (2x — 1)] 

= (5x+4) (* + 6) 

4. x 2 -2 = (X+ ^)(x-y/2) 

d) Completacion del cuadrado perfecto 

No todos los trinomios son cuadrados perfectos, asi, a* + a 2 b 7 + b 4 , no es 
un cuadrado perfecto, ya que, aunque existen dos cuadrados perfectos, el 
tercer termino no corresponde al doble producto de las raices de los cua- 
drados. 

Para transformar la expresion inicial en cuadrado perfecto, completamos 
con el termino que hace falta, asi 
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a 4 + a 2 b 2 + b 4 = a 4 + a 2 b 2 + a 2 b 2 - a 2 b 2 + b 4 
= (a 4 + 2a 2 b 2 + b 4 ) — a 2 b 2 

Observe que la expresion dentro del parentesis es ahora un trinomio cua- 
drado perfecto, por tanto 
a 4 + a 2 b 2 + b 4 = (a 4 + 2 a 2 b 2 + b 4 ) - a 2 b 2 
= (a 2 + b 2 ) 2 — a 2 b 2 
= (a 2 + b 2 + ab) (a 2 +b 2 ab) 

Ejemplo 10 
Factorice 

16jc® -25jc*y 2 + 9y 4 

\ \ 

(4^) 2 (3y 2 ) 2 

2(4**)(3y 2 ) 

= 24* 4 y 2 

luego 16.x 8 — 25a 4 y 2 + 9y 4 

= 16x® — 24x*y 2 + 9y 4 -a?y 2 
= (4a? -3y 2 ) 2 -^y 2 
= (4X 4 — 3y 2 + x 2 y)(4^ - 3y 2 — *?y) 

No siempre al completar un cuadrado perfecto obtenernos^Qn^ diferencia 
de cuadrados y por consiguiente no se puede hacer la factorizacioh^ sin em- 
bargo, el completar el cuadrado es una metodologia de mucha utilidad'en ma- 
tematicas. 

e) Factorizacion de una expresion de la forma x 2 + mx+ n 

Algunas expresiones de esta forma son: 
x 2 + 5x + 6 
y 2 -13y -8 
z 2 - 8z + 15 

Si las expresiones anteriores se pueden escribir de alguna de las siguientes 


formas: 

x 2 + (a + b)x+ (a) (b) (1) 

x 2 + ( a — b)x+ (a) (— b) (2) 

x 2 + (—0+ b)x + (—a)(b) (3) 

x 2 + (- a—b)x+ (-a)(— b) (4) 


se factorizan asi, respectivamente: 

(x + a) (x + b) 

(x + a) ( x — b) 

(x — a) (x + b) 

(x — a) (x — b) 
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Ejemplos 

Factorice: 

1. x 2 + lx + 12 . 

Como la expresion anterior se puede escribir de la forma (1), 

** + (4+ 3)* + (4) (3) 
entonces: 

x 2 + 7x + 12 - x 2 + (4+ 3)x + (4) (3) 

= (*+ 4) (jc + 3) 

2. x* + 3a:- 10= x? + (5-2)*+ (5) (-2) 

= (jc+ 5) (x — 2) 

3. ** -2a:- 24= x 2 + (-6+ 4)*+ (—6) (4) 

= (*~6) (jc+ 4) 

4. x 2 - 9x+ 14 = x 2 + (-7 —2)*+ (-7) (-2) 

= (*~7) (x-2) 

Observe que y 2 — 13y — 8 no se puede escribir de ninguna de las cuatro 
formas anteriores; por tanto, no es factorizable utilizando este metodo. Ex- 
presiones como estas se trataran mas adelante (teorema del factor ). 

4.7 Divisidn 

Dado que la division es un caso particular de la multiplication, se cumplen 
para esta las leyes de los signos vistas en el producto. Trataremos a continua- 
cion los siguientes casos: 

a) Division de un monomio entre un monomio 

Para resolver esta operacion se deben realizar los siguientes pasos: 

i) Cociente de los signos, como en el producto. 

ii) Cociente de los coeficientes, que se obtiene dividiendo el coeficiente del 
dividendo entre el coeficiente del divisor. 

iii) Cociente de las partes variables, que se efectua aplicando la ley de los 
exponentes para la division, que dice: Para dividir dos potencias que ten- 
gan la misma base, se escribe la misma base y como exponente se deja la 
diferencia entre el exponente del dividendo y el exponente del divisor. 

Q? -r Q 2 = -2— = a 6 ' 2 = a 4 13 

a 2 


13 Recuerde que m t n = 


m 

n 
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Ejemplo 11 
Divida: 

1 . — 12x 6 y i z s entre 4x s y s z 3 

-12x*y* zl _ _ 3jc 8-s 2- Sj? S-3 = -3*3 y- 3 2 2 

4* s y 5 2 3 


2. —5m 2 n* 


— 2 m n 3 p 2 


_5 

2 


= — m 2-1 n k ~ 3 p°~ 2 


= —m n k ~ 3 p ~ 2 


Observe que —5 m 2 n* es equivalente a —5 m 2 n k p° 


b) Division de un polinomio entre un monomio 14 

Para realizar esta operation, se divide cada uno de los terminos del polino- 
mio entre el monomio, siguiendo el procedimiento anterior. 

Ejemplo 

-5m 2 + jr 2 m^— ^m 3 ^ 

-r- jc 5 5m 2 + jt 2 m — 7 - jc 5 5m 2 ar 2 m 

4 4 

-g- **m 3 jc 2 m 3 -g-a^m 3 jc 2 m 3 

= 4- jr 3 nr : 3 - ^ at 2 m- 1 + J- ar 4 nr 2 
4 2 2 

c) Division de polinomios 

Para dividir dos polinomios, se deben realizar los siguientes pasos: 

1. Se ordenan en forma decreciente, con respecto al exponente, ambos 
polinomios. 

2. Dividimos el primer termino del dividendo entre el primer termino del 
divisor y obtenemos el primer termino del cociente. 

3. Se multiplica este primer termino del cociente por todos los terminos del 
divisor. El producto asi obtenido se resta adecuadamente del dividendo. 


14 En este caso la palabra polinomio representa solo expresionea algebraicas que tie- 
nen dos o mas terminos. M6s adelante, un polinomio representari una expret&n mate- 
mdtica con caracterfsticas especiales. 
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4. La diferencia obtenida se considera como el nuevo dividendo y se conti- 
nua con el procedimiento como en los pasos anteriores, hasta que el 
grado del dividendo sea estrictamente menor que el grado del divisor. 
Ejemplo 12 
Divida: 

6 x 4 + 7X 3 + 12* 2 + 10x + 1 entre 2x 2 + x+ 4 


6a 4 + lx 3 + 12X 2 + 10*+ 1 
—6.x 4 — 3X 3 — 12* 2 

4x 3 + Ox 2 + 10x+ 1 


2X 2 — 8x 
2-x* + 2x+ 1 


+ 2x 2 + x + 4 
3x+ 5 



Tenemos como cociente 3x 2 + 2x — 1 y como resto 3* + 5. 


4.8 Fracciones algebraicas 

Una fraccion algebraica es el cociente de dos 
nos ejemplos son: 

7 1 ... 

3X 2 + 4a s/x 3 — 1 + 4x x 2 + y/Wx 
, * 

x+ 1 \Zx4~T 

x+ 5 

Se entiende que a ninguna variable se le puede asignar un valor que anule 
cualquiera de los denominadores que aparecen en la fraccion. Asx, en el pri- 
mer ejemplo se debe excluir x - —1, en el segundo x = —7 y en el tercero se 
deben excluir x = 0 y x = — 5. Es necesario tener siempre en cuenta estas res- 
tricciones y tomar las precauciones necesarias. 

Es importante recordar que en el algebra de las fracciones se aplican las 
propiedades It , a R s del Capftulo 3. 

Trabajar con fracciones algebraicas no es fdcil; lo mas apropiado es sim- 
plificar las fracciones antes de iniciar los procesos operacionales. 

Simplificacibn de fracciones 

Existe un principio basico que nos permite simplificar. Este principio dice 
que si se dividen el numerador y el denominador de una fraccion por una 
misma cantidad, distinta de cero, el resultado es una fraccion igual a la frac- 
cion dada. 
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Ejemplos 

ka a , 

1) = — parafe^O 

’kb b 

x 2 + 4x + 4 (x— 3)(x— 2) _ x — 2 

2) a: 2 -4*+ 3 = (jc- 3) (Jc-l) " x-1 

4x 2 + 7jc _ jc(4jc+ 7) _ 4jc+ 7 
^ x 1 #(*) x 

Como observamos en los ejemplos, una de las fonnas de aplicar el princi- 
pio basico de simplificacion consiste en factorizar numerador y denomina- 
dor de manera que se obtengan factores comunes. 

En el ejemplo siguiente, aunque factoricemos no es posible simplificar ya 
que el numerador y el denominador carecen de factores comunes. 

x 2 + 4x+ 4 (x+ 2) (x+ 2) 

a: 2 + 4x+ 3 ~ (x+ 1)(jc+ 3) 


Minimo comun denominador 

Uno de los conceptos mas importantes en el trabajr^ttertracciones algebrai- 
cas es el mfnimo comun denominador (m. c. d.). 

Como su nombre lo indica, el m. c. d. es la expresion algebraica mas sim- 
ple, de la cual son factores todos los denominadores. 

Ejemplo 13 

4) (*+ 1) (jc— 1) es el m. c. d. de 

x x+ 2 

x+ 1 ’ x — 1 

5) x 2 — 3a: + 2 = (jc— 2) (x— 1) es el m. c. d. de 

1 x 2 + 5 

x-2 ’ ~x-T 

6) x 2 (x + 4) es el m. c. d. de 

2x 5 7 — x 

x ’ x? ’ jc+ 4 

7) x 2 — 1 es el m. c. d. de 

jc+ 1 1 2 

x— 1 ’ «+l ’ x 2 — 1 
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En los ejemplos anteriores es claro que cada uno de los denominadores 
es factor del m. c. d. dado. 

En los dos primeros ejemplos el m. c. d. es el producto de los dos deno- 
minadores ya que ninguno de ellos contiene al otro. En el tercer ejemplo 
como a? contiene a x, x 2 (jc + 4) es la minima expresion de la cual son fac- 
tores los tres denominadores; luego este es el m. c. d. 

De manera similar en el ejemplo 4, como x — 1 y x+ 1 son factores de 
x 2 — 1, x 2 — 1 es la minima expresion que contiene los tres denominado- 
res; luego x 2 — 1 es el m. c. d. 

Sums algebraica de fracciones 

Para realizar la suma algebraica de fracciones es necesario que estas tengan un 
comun denominador. Si no lo tienen, se busca el m. c. d. y se procede como 
en los siguientes ejemplos: 

Realice las siguientes operaciones: 

2x-l x 1 

8 ) + 

x + 3 3a: — 1 

en este caso el m. c. d. es (a: + 3) (3a:— 1), luego 

(2a:— 1) (3a:— 1) ^ (a?)(a:+3) (2a:- l>{3a:- 1)J- x 2 (x+ 3) 

(a:+ 3) (3a:— 1) (3x-l)(x+3)~ (*+'3T(3a:- 1) 

a? + 9a? — 5a: + 1 
(«+ 3) (3a:- 1) 

a^a:— 3) 5a? 

(a:+ 3) (a:- 3) (* + 3) (a:- 3) 

a: (a:— 3)+ 5a? 

(«+ 3) (a:- 3) 

a? — 3ac+ 5a? 

(x+ 3) (a: -3) 

6a? - 3a: 
a? -9 

3a: +4 a:— 3 3a: +4 a:— 3 

10) a? -16 + a? + 8a: + 16 = (*-4)(*+ 4) (x+ 4) 2 

__ (3a:+ 4)(a:+ 4)+ (a:- 3) (a:- 4) 

(x+ 4) 2 (a: — 4) 


x 5a? 

9) + — 

x+ 3 a? -9 
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3x 2 + 12x+4x+ 16+ x 2 — 7jc+ 12 
(x+ 4) 2 (jc-4) 

4« J + 9* + 28 
(*+ 4) 2 (*-4) 


Multiplicaci6n y divisibn de fracciones 

La mnltiplicaci6n y la divisi6n de fracciones son operaciones mas sencillas 
de realizar que la suma algebraica, y obedecen a las siguientes reglas: 


a 

T 

a 

~b 


c 

T 

c 

~d 


ac 

~bd 

a 
~b 


X 


d_ 

c 


ad 

~bc 


Antes de aplicar estas reglas es conveniente simplificar las expresiones pa- 
ra facilitar los calculos. 


11 ) 


x 1 —y 2 2 y (x — y)(x+ y) 2y 

i ■■■ • ZZZ — m • 

4y x + y 4y x+ y 

_ (*-y) (* + y) (2y) 

(4y) (* + y) 

x-y 


12 ) 


x 2 + 5x+ 6 x 2 + 1 (*+2)(x+3) x+ 4 

x 2 — 1 T ~x + 4 “ (*+ l)(x-l) * x 2 + 1 

(x+ 2)(x+ 3)(x+ 4) 

(* + 1 ) (*-!)(*» + 1 ) 


Como no hay factores comunes, no es posible simplificar. 
2 3 2(x — 2) — 3 (* — 3) 


13 ) 


x — 3 


x-2 


(x — 3) (x — 2) 
x — 5 
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2x — 4 — Zx + 9 
(x — 3) (x — 2) 

jc-5 

3jc 

5 — jc 3jc 

(jc— 3) ( JC — 2) * x-5 

— (x — 5) (3x) 

(x — 3) (x — 2) (x — 5) 


— 3jc 

(* — 3) (jc— 2) 


Una expresion como la inicial, que contiene fracciones en el numerador 
y/o en el denominador, se denomina fraccion compleja y puede tambi^n re- 
solverse mediante la siguiente regia: 


Ejemplo 14 



a » d 
b • c 



- 2 (*+ 1 ) 

(** — 1 ) ( 2 *) 

-2 (x+ 1) 
(x+ 1) (* — 1)2* 


-1 

x (x — 1) 

4.9 Resumen 

Recuerdeque: 

1. Una expresion algebraica es una combinacion de numeros, variables y sig- 
nos de operacion. Ejemplo: 

+ \fxy En la expresion anterior 
VT y 2 y \J xy son los terminos de la expresion 
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2. Dos o mas terminos son semejantes si difieren unicamente en su coefi- 
ciente. Ejemplo: 

5 \/x + y y — ^ \/x~+ y son semejantes 

3. Solo se pueden adicionar (reducir) expresiones algebraicas si sus terminos 
son semejantes. 

4. Para multiplicar dos o mas expresiones algebraicas se realiza el producto 
de los signos, de los coeficientes y de la parte variable. 

5. Las siguientes expresiones son productos notables: 

(a ± b) 2 = a 2 ± 2ab + b 2 

(a± b ) 3 = a 3 ± 2a 2 6+ 2ab 2 ± b 3 

(a + b) (a — b) = a 2 — b 2 

(* + a) (*+ b) = x 2 + (a + b)x+ a • b 

6. Factorizar una expresion algebraica signifies escribirla como un producto\ 

de factores. ' 

4.10 Ejercicios y problemas 

1. Reduzca las siguientes expresiones: 

a) 3X 2 - |3*+ 2 — [3a: 2 + 5*-(4*+ 6) -6*+ 2]} 

b) 3xy — [5jc — 3.*y + 2x — (Ixy — 1) + (Ax 2 —xy)] + x 2 + 5 

c) (3a 2 - 3b 2 + 8c 3 ) + (2a 2 + 4b 2 - 6c 3 ) - (a 2 + b 2 + c 3 ) 

d) ( 4xy+ x 2 — 4y 4 ) + (* 2 + y 1 -2xy) — (A x 2 — 3y 2 + 7xy) 

e) (6r 2 s+ r 3 + 4s s ) — (3r 3 — 4s s + 6rs 2 ) + (10r 2 s+ 15rs 2 ) 

f) [ (4a 2 - 3b 2 ) - (lab + b 2 ) ] - (5a 2 + 6ab + 10b 2 ) 

g) (20x 2 — 12xy + 15y 2 ) — [4 (x 2 + 2y 2 ) — (10xy — 5y 2 ) ] 

2. Realice los siguientes productos y reduzca los terminos semejantes. 

a) (3* 2 -6x) (5x 2 — 7jc — 4) 

b) (Amn — 6m 2 + n) (m — n) 

c) (xy + y) (y + zx) (y + x) 

d) (2x+ x? - 3x 3 + 4) (3jc + 6 - 5x 2 ) 

e) (4a 4 - 6ab 2 + b 3 ) (3a 3 - b 2 + 2) 

f) (r 3 + 3r 2 s 2 + s 4 ) (s 2 -2 s + 6) 

g) (5JC 4 — S^y + 6x 2 y 2 + xy 3 — y 4 ) (2x? + xy — y 2 ) 

h) (4a 4 — 2a 3 b + 5a 2 b 2 -3ab 3 + b 4 ) (a 2 -ab-b 2 ) 

3. Resuelva directamente: 

a) ( a 2 + 8) (a 2 - 5) 

b) (x+ V2)(*~V2) 

c) (15 + x 2 y 5 ) 2 
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d) (a 2 b —y/5) 2 

e) 3 

' ( - + * 2 ) 3 
* 

f) (3 m—sfSn) 2 

g) (* + y + z ) 2 indicacion * + y + z = (*+y) + z 

4. Factorice completamente: 

a) x 2 + 2x — 8 

b) 32+ 12*+ x 2 

c) x 2 + 12*+ 11 

d) 12* 2 - 27 

e) a 2 - 13 ab + 306 2 

f) 3.x 2 — 2* — 8 

g) x 2 + * — 2 

h) 36x 2 - 121 

i) * 2 — 3 

j) (* 2 + 2*+ 1) - (y 2 + 8y + 16) 

k) 27X 3 - 1 

l) ^ + 125 

m) k 2 + 9 + 6ft — x 2 

n) 2x? + IsPy — Axy 2 

o) 2X 2 y — 5 xy 2 —3 y 3 

p) 3* 1 - 7*y + 2y 2 + 19* - 13y + 20 

5. En los siguientes problemas obtenga el cociente Q(x) y el resto R(x). 
Compruebense los resultados en la igualdad P(x) = D(x) • Q(x) + R(x) 



Dividendo (P(*) ) 

Divisor (£>(*) ) 

a) 

2^ + 5* 2 —22*+ 15 

2* — 3 

b) 

3JC 3 + 14* 2 + 17*+ 11 

*+ 3 

c) 

2x? + jc 3 + 6* 2 + 3*+ 6 

*3 — *+ 2 

d > 

8*3 -18* 3 — 6*3 — 6*+ 22 

2X 2 -5 

e) 

* 5 + 6*3 + 3* 1 + 8*+ 10 

*3 + 4 

f) 

4*3 -** + 12*3 + 2*3 + *+ 5 

4*3 — *3 + 1 

g) 

30* 2 - ll* 3 + 1Qx $ — 7 _ x 

-3+5*3 

h) 

*3-1 

*3+1 

i) 

*3 — y 6 

* — y 

j) 

20 

*3 + ~~x 2 + 16*+ 10 
3 

3*+ 2 
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6) Efectue las operaciones indicadas: 


a) 


2a+ 3b 3b -2a 


5 2 

b) — - 

a a — b 


c) 


3x 


x 1 + 2x+ 1 a? + 4x+ 4 

2 


3x 2 , 

d) + 

jc+ 1 x x — 1 


e) 

f) 

g) 

h) 

i) 


x 2 — 3jc — 4 x 1 — 16 

x 2 — 16 jc+ 3 

X • 


K 2 + 5x + 4 


x 2 + 3x x — 4 
x 2 + 3jc —4 x 2 + x — 2 


x 2 — 2x — 3 x 2 + 2x— 15 


xy — x y+ 1 2x+ 4 

X X 


y 2 — 1 x+ 2 

r 3 + 8 
r 2 + 4r+ 4 


5jc 
r 2 — 2r 


r 3 — 2 r 2 + 4 r 


.^ ( 2x+ 1 x \ ( 

J) H — -teTi) x 1 


8 — 2r — r s r+ 4 

4jc — 3 


4* -3 


1 — 2jc 


k) 


4JC 2 + 6*+ 2 


jc+ 4 


2jc 2 — 5x — 3 
3a 


2 + 


1) 


4a+ 6 
5a 


4a+ 6 
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m) 


x 2x 

■ + 

x+ 1 2x— 3 

~~x 5 _ *+ 1 

* + 3 x+ 2 
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CAPITULO 



Exponentes y radicales 


OBJETIVOS 

A1 finalizar el presente capitulo el estudiante estar& en capacidad de: 

1. Resolver ejercicios con expresiones algebraicas cuyos exponentes sean 
numeros enteros positivos, negativos y fraccionarios. 

2. Reducir, multiplicar y racionalizar expresiones con radicales. 

3. Convertir expresiones con exponentes fraccionarios a expresiones con 
radicales. 

5.1 Introduccidn 

La palabra radical, que significa partidario de reformas absolutas en la polf- 
tica, tiene en matematicas un significado diferente.Todos conocemos lo que 
representa, por ejemplo, rafz de cuatro, rafz cubica de ocho, y la mas famo- 
sa y sencilla de todas: rafz cuadrada de dos, el primer numero inconmensura- 
ble descubierto por los griegos. En todas estas rafces aparece el sfmbolo radi- 
cal 

Hay tambien radicales compuestos, como y/T + {/lU. El sfmbolo radi- 
cal lo utilizamos para representar la operacion conocida como rodicacidn, 
que como veremos en este capitulo es la operacion inversa de la potenciacidn ; 
de estas dos operaciones estudiaremos sus propiedades y la relation entre ex- 
ponentes y rafces, de tal forma que complementemos el estudio de las expre- 
siones algebraicas. 

5.2 Exponentes enteros positivos 

Recordemos que una expresion algebraica consta de estos elementos : signo, 
coeficiente y parte variable. 

Ejemplo 1 

15 3? y 3 

La parte variable, en el ejemplo, consta de dos variables: x y y. 

En x 1 , el numero 2 representa el exponente y x la base. De forma simi- 
lar en y 3 , y es la base y 3 el exponente. 

x 2 representa la expresion x- x 
y 3 representa la expresion yyy. 


81 
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Podemos decir, por tanto, que el exponente es el numero que indica las 
veces que la base se toma como factor. 

En terminos generales, si “n” es un entero positivo y “a" es cualquier 
numero real, el producto, 

a.q«a»q ... a 

n veces 

se puede escribir de la siguiente forma: 

a«q«a , q . . . a = a” 

n veces a 

En forma literal, a" representa la “n-esima potencia de a” 


Ejemplos 

1. (4) (4) (4) (4) (4) = 4 s 

2. (-2) (-2) (3) = (— 2) 2 (3) 1 = (-2) 2 (3) 

3. a'k'ffk’x^x = a 1 k 3 sc 1 = a k 3 x 1 

4. (— 1) (—1) (—1) = (— l) 3 


Regies para los exponentes 

a) Considere el siguiente caso: 

(y 3 ) (y 2 ) 

De acuerdo a lo expuesto anteriormente, podemos escribir (y 3 ) (y 2 ) 
de la siguiente manera: 

(yyy) (y*y) 

que indica que la “y” (base) se ha tornado 5 (exponente) veces como 
factor, asf: 

y 3 y 2 = yyyyy = y 5 

En el ejemplo anterior, observe que se obtuvo el producto sumando los 
exponentes 

y 3 • y 2 = y 3+2 = y s 

En terminos generales, se dice que para encontrar el producto de poten- 
cias de igual base, se eleva dicha base a una potencia igual a la suma de los 
exponentes, esto es: 


q" . q m = a n * m 

Ejemplos 

1 . 10 4 • 10 2 = 10 4+2 
2 . (— 2) 3 (— 2) 2 = (— 2) 3+2 
= (~ 2) 5 

3. (*)(* 4 )(ac*) = x 1+4+s 


(5.1) 
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b) Considere los siguientes casos: 

i. (a 3 ) 2 = a 3 * a 3 (a 3 • dos veces como factor) 

= (a • a • a) (a • a • a) 

(a 3 ) 2 = a 6 

ii. (ft s ) 3 = k 5 • k 5 • k s (ft 5 • tres veces como factor) 

= (k’k'k'k’k) (fe*ft*fe*fe‘ft) (k'k'k’k'k) 

(k 5 ) 3 = ft 15 

Observe que para elevar una potencia a otra potencia multiplicamos los 
exponentes entre si. 

Sin entrar a demostrar formalmente, podemos decir que: 


(c m )" = a m ‘ n 
Ejemplos “ 

1. [(-I) 2 ] 4 =(-l) 2x4 = (-1)« 

= 1 

2 . (x 3 ) 2 = x 3 * 2 = x* 

3. (r 4 ) 5 = r 4xs = r 20 


(5.2) 


c) En la siguiente expresion algebraica, la base es un producto. 

(2x) 4 = (2x) ( 2 jc ) (2x) ( 2x ) 

= (2* 2* 2* 2) (*• X' x • jc) por propiedad asociativa 

= 2 4 • tf 4 

luego (2 jc) 4 = 2 4 • jc 4 

Observe que cada factor de la base fue elevado al exponente conside- 
rado. 

En terminos generales, podemos afirmar que un producto elevado a una 
potencia “n” es igual a una expresion donde cada factor es elevado a dicha 
potencia, esto es: 

(q bf = a" ft" ~| (5.3) 

Ejemplos 

1 . (1 *) 3 = (±-) 3 x 3 

2. (4mn) 2 = 4 2 m 2 n 2 

= 16 m 2 n 2 

3. (— 2 k *y) 8 = (— 2) 8 ft 8 jc 8 y 8 

= 256 ft 8 a 8 y 8 

d) Considere la siguiente expresion: 


JC X X X* X • JC 

y y y = <P or P rod ucto de fracciones) 


*1 

y 3 
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Observe que ambos elementos de la fraccion, fueron elevados a la misma 

potencia; 3 en este caso. . 

En general, decimos que para elevar un cociente a una potencia n, se ele- 
va tanto el numerador como el denominador de la fraccion a dicha potencia; 


(5.4) 


e) Observe cada uno de los siguientes casos particulares: 

m s _ mXmXmXmXm _ 
u ~m* ~ m X m X m X m 


esto es: 


/o\" = 

\b) b n 


para 


b # 0 


simplificado 



m 


5-4 


m 1 = m 


X 2 x • X 

X? x • x • X • X 


X • X 1 

-- • ■ ■■■ 

X • X X • * 

1_ 


simplificado 


3C 4 

fe 3 

P 


iii. 


, 4-2 


k ' fe 


k ’ k • k 


1_ 

X 2 

= 1 


Para el caso i note que 5 > 4 y m 0. " ■ 

Generalizando, se tiene que para encontrar el cociente de dos potencias 
de igual base, se eleva dicha base a una potencia igual a la diferencia de los 
exponentes; esto es: 


= a 


,m—n 


para m> n 


(5.5) 


Para el caso ii note que 4 > 2 y x 0. 

En general se tiene que para encontrar el cociente de dos potencias de 
igual base (con exponente mayor en el divisor), se eleva dicha base a una po- 
tencia igual a la diferencia de los exponentes; esto es: 


-n-m 


paran > m 


(5.6) 

Para el caso iii note que las expresiones son iguales; por tanto, podemos 
afirmar que el cociente de dos potencias de igual base y de igual exponente 
es igual a 1, es decir: 
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Ejemplos 


32 x 3 
8a 


2 . 


5y 4 
125 y 6 


3. 


a) 

b) 



a m 

a n 

= 1 para m = n 

2 s x 3 
2 3 jc 1 

= 2 5-3 • jc 3-1 


- 2 2 -* 2 


= 4a 2 

5 1 y 4 

1 

5 3 y 6 

” 5 3 ' 1 y 6 " 4 


1 

5 2 y 2 

1 

25y 2 



(5.7) 


En todos los ejemplos anteriores observe que el resultado final se expresa 
siempre con exponentes positivos, que es el objetivo de esta seccion. Sin em- 
bargo, esta no es la unica manera de expresarlo; en posteriores capitulos en- 
contrara distintas formas de hacerlo. 


5.3 Exponente cero y exponentes negativos 

Considere los siguientes casos: 

m 3 • m° = m 3+0 (por 5.1) 

= m 3 


3 ? • JC° = 

- JC 4 

Observe que tanto al multiplicar por m ° , como por x? , las expresiones 
m 3 y X* , respectivamente, no se alteran. 

Podemos definir entonces, que para cualquier numero real x distinto de 
cero se tiene que 

(5.8) 


vO - 


Considere la siguiente definicion para los casos donde los exponentes son 
enteros negativos: 
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Si a * 0 entonces — es llamado inverso multiplicative de a {vease R7). 

a . 1 

El simbolo a -1 se usa con cierta frecuencia a cambio de — luego entonces 


„-l — 


a 


(5.9) 


Ah ora podemos examinar estos casos particulars : 
x = (a: -1 ) 4 (por 5.2) 


= jr 1 


„.-i 


4 veces como factor 


_1 

* 


1 

x 


1 

X 


1 

X 


(por 5.9) 


a' 2 = a" 1 


a' 1 = — 


_1_ 

JC 4 

1 

a 

1 


1 

a 


Luego en terminos generates, podemos definir los exponentes enteros ne- 
gatives de la siguiente forma: 

Si “a” es un numero real diferente de cero y “n” es un entero positive 
se tiene que: 


a = 


1 


(5.10) 


Sin entrar a demostrar formalmente, se puede afirmar que las leyes de los 
exponentes positivos se cumplen para el caso de los exponentes negativos. 

Por ejemplo, para resumir las leyes en los casos del cociente de dos po- 
tencias de bases iguales, se define para cualquier my n enteros y a ¥= o 


= a m ~ n 


Ejemplos 

2 6 x 3 y 2 


(5.11) 


1. 


2 3 jc 4 y 5 


= 2 6 ' 3 * 2 ' 4 y 2-5 = 2 3 x ‘ 2 y- 3 


( 2 ) mn 2 = / ± y- 14 

^±yVn 2 


2 . 


m l-S n 2-2 
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- ( j-)- ^ n- 

■ (tT "" 

5.4 Radicales 

i 

Una expresion de la forma a n , con a G R + , se puede representar asi: 



V'o 

que se lee “raiz n-esima de a” 


en donde 

n: es el indice de la raiz 

a: cantidad subradical 

y/T simbolo radical 





-L „ 

a = \fa, a e R + 


(5.12) 

Ejemplos 

i 






CO 

+ 

II 

& 

II 





= = +2 




8 i 

= v^“ = +2 



(- 

-27 f 

= = -3 




Observe en los ejemplos anteriores lo siguiente: 

1. Donde el indice es un numero par, la rai'z es unicamente el numero po- 
sitivo que satisface la siguiente relation: 


<fcT =6 si, y solo si, b n - a 
Note que aunque (— 3) 2 = 9, la raiz de 9 es solamente + 3. 

= +3 

Usualmentev'cTse escribe como \fa ~ omitiendo el indice del radical. 

2. Donde el indice es un numero impar entonces, si la cantidad subradical 
es positiva la raiz es positiva, y en donde la cantidad subradical es nega- 
tiva la raiz es negativa. 

A continuation expondremos algunas propiedades de los radicales, que 
ilustraremos con ejemplos: 

m. i 

a n = a m ' TT 

j_ 

= {a m )” 

= 


Como 


(por 5.2) 
(por 5.1) 
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luego 


&F = a n 


Ejemplos 
1. # 

= ^64 = 4 


2. f/9 =v^ 

= 3 s 


3. (^8P) 2 - 

= 

II 

IT 

X 

w *|u 

Como 

i i 


= 

a 77 • b 77 

(por 5.1) 

= 

(a- by 7 

(por 5.3) 

= 

y a -b 

(por 5.1) 


= ( 2 *)' 


entonces, 


\[<vb = \fa \fb 


Ejemplos 

1. VT2 • %/3~= = 6 


12 


2. - V3F- 4V95F = — yWTSSF 

8 ® 


= 


2 

9 


(Sab) 


ab 


(5.13) 


(5.14) 
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(por 5.1) 
(por 5.1) 

(por 5.1) 


(5.15) 

Ejemplos 





Como 


(por 5.1) 
(por 5.4) 
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entonces, 



(por 5.2} 


(por 5.1) 



Ejemplos 

1. ^725 = 3 v^725 = yJl/T2$ 

= yn = 3 

2 . yim= 5 \^1024 = ^ 4/1025 

= yw = 2 

si a > 0, entoncesv / a m = (V^) m 


Ejemplo 2 
Observe que: 

V9 3 " = VM = 9 

(y§) = 3 2 =9 

mientras que 

v (-$f = y%i = 9 

( V - ' S' ) 2 : no existe 


(5.16) 


(5.17) 


Observe que: 

i. yrw 
y& 


yw = 5 = 1-51 

yw = 5 = i5i 
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luego 

l x si * > 0 

sfa? = Ixl esto es = ■ 

— xsi x< 0 

2 . (— 2 ) J = + 4 

2 2 = +4 

(— 3) 4 = +81 
( 3) 4 = +81 

No es dificil verificar que si n es un numero par, a" es positivo para cual- 
quier valor de a, a # 0; luegov'a'para n par, existe 1 * si, y solamente si, a > 0. 

Ejemplos 

V36 = 6 
V 64 = 2.8284 

\/— 3 = no existe 
\/—9 = no existe 
s/T = 1.4142 


5.5 Racionalizacidn 

Racionalizar es un procedimiento que tiene por objeto eliminar los radicales 
en algunas expresiones algebraicas, bien sea de un numerador o de un deno- 
minador. 


Caso 1: La expresion a racionalizar tiene un unico termino. Observe que: 


3 3 \f2 

~ vs V2 

tfr 6 T < 6 T 

~ * 1 
5 5 6 3 


2 

3 

6 3 

2 

5(6 3 ) 


, en este caso hemos eliminado el 
radical del denominador. 

6 

( 5 )^ 36 " 


en este caso hemos eliminado el radical del numerador. 


3 _ A 

VF _ 3^_ 3^_ 3 4 3 = _J_ 

' 3 + " 12(3^) ’ 


15 Decimos que no existe, en el sentido de que no es numero real. 

Si i = \/— L, entonces V^4 = \J—i \/T= 2 i, que es una solucion en los nfimeros complejos. 
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en este caso, hemos eliminado el radical del numerador. 

x x 

4 _8_ __8_ _ J_ _8_ _3^_ 3 2 

y/TT \/3? g2 3* 

X 

= 1 = ^ Nl ^~ = _ 2^1 , y hemos eliminado el radical del 

3 2 9 denominador 

En general, para eliminar un radical en una expresion algebraica de un so- 
lo termino, multiplicamos por una expresion tal que el nuevo exponente sea 
entero. 

(5.18) 

Caso 2: La expresion a racionalizar tiene dos terminos con rafces cuadradas. 
Observe que: 

8 8 \/W— V3"_ 8 ( ylT ~ V»T) 

lm V6"+ v^ = V6 + V3 ’ V6 -n/3 _ (VS) 2 - (V3) 2 

8 ( v r 6 _ -v r 3“) _ 8 (V 6~— V3~) 

= 6-3 3 

Hemos eliminado los radicales del denominador. 

3 3 y/5+s/2 3(y/ 5+ Vgj 

2 - yfW-y/2 ~ VF-V2 - * VF+V2 (v^) 2 -(V5) 2 

3(V5’+n/2') _ 3(V 5+ V2~) ^ ^ 

5-2 3 

En este caso tambi4n hemos eliminado los radicales del denominador 

A la expresion \/W — \J~<S se le llama el conjugado de \/B" + • Igual- 

mente, \/Z + \/2 es el conjugado de . 



En forma general, entonces a + 6 es el conjugado de a b, 
y a — b es el conjugado de a + b. 
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Podemos generalizar que para eliminar los radicales de l'ndice 2 de una 
expresion con dos terminos, multiplicamos por la conjugada. 16 Ademas de 
ser utilizado para eliminar los radicales, este procedimiento es de gran im- 
portancia en las aplicaciones que se puedan realizar mas adelante. 

Ejemplos 

1. Racionalice el denominador: 

s[a+ \JT> \fa + yfb 2 yfa—yjb ( \fa+ yfb ) (2yfa — yfb) 

2yfa + yfb 2yfa + yfb 2\/a” — %/£>" (2\/a" ) 2 ( yfb ) 2 

2a — yfab + b 

4a — b 

2. Racionalice el numerador: 

>/2f+ yfS—yf5 _ ( y/2 + yf3 ) — ( yfb ) _ ( n/2~+ V3~ ) + ( V5~ ) 

3 3 * ( yfZ + v^)+ ( yfb ) 

(y/2 + yf^f ~(yfb_ ) 2 (2+ 2V2V3~+ 3)-5 

( \f2 + yf3 + 5 ) y/W+ y/W + \/15 

2 yw yer 2 (V 6 ~> 2 12 

V6+VI5+3 yf6 V36+ V90+ 3n/6 6+ %/90+ 3\/6 

Observe que aunque inicialmente el numerador era un trinomio, simple- 
mente asociamos para conformar un binomio. 

3. Considere la siguiente expresion: 

x — a 
yfx — yfa 

observe que: 

x — a x — a yfx + yfa (x — a) ( y r x+ yfjT) 

yfx — yfa yfx — yfa yfx + yfa ( yfx ) 2 — ( yfa ) 2 


16 Observe que al multiplicar por la conjugada obtenemos una suma por una diferen- 
cia, que da una diferencia de cuadrados, que finalmente elimina las raices cuadradas. 
Para el caso de raices con indice 3, se procede como en el siguiente ejemplo: 


&r + $b = 


( y£~ + yfb) (yfa 2 — + yfc 2 ) 


(y^~ ) 3 — (\/b_ ) 3 _ a ~ b 

(V? tf 2 ) ( # 2 - v $ 2 ) 
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(»-.)( VS 

(x-a) 

- \fx + y/a~ , que es una expresion mas sencilla de evaluar que la 
inicial. 

jc+ 5 (x + 5) x/jc + T— V2jg — 3 

yj x + 1 + \[%x — 3 \fx + 1 + \f%x — 3 \fx+ 1 -V2JC-3 

( jc+ 5)(x/.x+ 1 — V2 j: — 3 ) 

( JTtT? -(x/2jc-3 ¥ “ 

(* + 5)[VI^rT)-V(2^+ 3) ] 
jc+ 1 — ( 2x — 3) 

(x+ 5)[yiFn-v2Jc+ 3 ] 
x + 1 — 2 « + 3 

(x+ 5) ( \fx+ 1 — V2'*+ 3 ) 

— «+ 4 

(* + 5) ( \/* + 1 — V2jc+ 3 ) 

4 — .r 


5.6 Resumen 

Recuerde que: 

1. ja • a ' a . . . = a n 

^ V 

n veces 

2. Reglas de los exponentes: 
(a m )" = a m “” 

(o*6)" = a n -b n 
a a" 

1 u ’ un 


para n> m 


1 para m = n 
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x° = 1 para todo x 



Radicales 

3. a n = \fa Va > 0 (definicion) 

4. Reglas de los radicales 



6. a t b es la conjugada de a ± b 


5.7 Ejercicios y probiemas 

1. Resuelva: 

a, (-IT 

» (ir (it 

c) (— 3) 4 

d) 3' 2 + (— 2) 3 

e) (3- 2 )- 3 

3 8 2 3 3 2 

f) — • — + — • — 

} 2 2 9 3 2 
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g) ((0,5) 4 ) 

h) (-2)- 2 


2. Simplifique, dando sus respuestas sin exponentes negativos. 
(3a 7 ) (2a 5 ) 

a) 24 a 15 

b) (y 3 X 2 ) (-3 JC 2 y - 3 ) -3 (2 y s ) 2 

c) (*- 2 y 3 )r 2 

<> (=£)’ 

•> (f)’ {=&)' 

a- 2 ft- 2 
) (a -1 6 _1 ) 2 

/ 192 jc~ 2 y 4 z- 3 V 
g) V 32 jc 4 y- 6 * 2 / 


3. Solucione el anterior ejercicio expresando sus respuestas sin denominado- 
res. 

4. Simplifique: 

a) v^64.a?y~* 



C) y/^64a“ 6* 

d) s/152 

e) VS^cy * \ / 2 jc 2 y 3 

f) V 4JC 2 + 4xy + y 2 


g) 




27 x~ 6 y 


729 y 


5. Simplifique: 
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j) 


7 

2 \/~5 + v^O-n/5 


7. Efectue las operaciones indicadas y racionalice los denominadores de las 
respuestas. 
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a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


f) 


g) 


h) 


V? X VB" 

l l 

1 2 

2 — \fx 

X 1 

V 

V* 

4 

i+ v^ 

1 —sfx 

i x 

_1 


V 125 

1 

1 

VTT 

VT 

4 



V* + 2 — 3 
2 


3+ VI + 2* 3 -VI + 2x 


Referencias 

Lovaglia, Florence. Algebra. Harla. 

Barnett, Raymond. Algebra y trigonometria con geometric analitica. McGraw-Hill. 
Swokowski, Earl. Algebra y trigonometria con geometria analitica. Grupo Editorial 
Iberoamericano. 



CAPITULO 



Ecuaciones 


OBJETIVOS 

A1 finalizar el presente capitulo el estudiante estara en capacidad de: 

1. Resolver ecuaciones lineales y cuadrdticas en una variable, utilizando dife- 
rentes metodos. 

2. Solucionar ecuaciones en dos variables. 

3. Resolver sistemas de ecuaciones con dos y tres variables. 

4. Utilizar la solucion de ecuaciones para resolver problemas de aplicacidn. 

6.1 Introduccidn 

Una ecuacion es una igualdad que contiene una o mds cantidades desconoci- 
das, denominadas incognitas. 

Las ecuaciones se ban estudiado desde hace mucho tiempo. Diofanto 
(325 - 409 D.C.) fue el primero en enunciar una teorfa para la solucion de 
las ecuaciones de primer grado, y tambien el primero en encontrar una for- 
mula para la solucion de las ecuaciones de segundo grado. 

Tartaglia (1499-1557) y Cardano (1501-1576) sedisputan el hallazgo de 
una formula para la solucion de las ecuaciones de tercer grado. 

Niels Herrik Abel demostro la imposibilidad de encontrar una formula 
para las ecuaciones de quinto grado o m&s. 

Existen diferentes tipos de ecuaciones de acuerdo a las expresiones que 
las conf orman: ecuaciones algebraicas, trigonometricas, exponenciales, etc. 
En este capitulo trataremos unicamente las ecuaciones algebraicas, y dentro 
de estas las lineales, las cuadraticas y los sistemas de ecuaciones. 

6.2 Ecuaciones 

Como dijimos anteriormente, una ecuacion es una igualdad que contiene una 
o mas cantidades desconocidas o incognitas. 

Ejemplos 
x+ 5 = 2 
sen x — 2 cos x = 

3a 2 + 5* — 1 = 3 
2x+ 3=5 


99 
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X 

Un problema frecuente en matematicas es encontrar la solucion de una 
ecuacion dada. La solucion de una ecuacion es el subconjunto S de 17, forma- 
do por los elementos de 17 que verifican la ecuacion dada. S, se llama con 
frecuencia el conjunto solucion y es por consiguiente el conjunto de verdad 
de la proposicion definida por la ecuacion dada. 

Ejemplos 

a) Sea U el conjunto de los reales, entonces el conjunto solucion de 2x + 

5 = 11 es S = {3} ya que si se remplaza 3 en x, laigualdad se cumple: 

2 • 3 + 5= 11 

6 + 5 = 11 
11 = 11 

b) Sea U el conjunto de los enteros. Entonces el conjunto solucion de 2x = 
5 es S = 0 ya que “§- que seria el valor que verificara la ecuacion dada, no 
esta en el conjunto de los enteros. 

6.3 Ecuaciones lineales en una variable 

Una ecuacion lineal de una variable tiene la forma coniente de; 
ax + b = 0 

donde a y b son numeros reales y a # 0. Se llama lineal porque el exponen- 
te de x es uno. La presencia de terminos que tengan exponentes diferentes 
de 1 (por ejemplo x 2 , X"\ x 3 ) en una ecuacion, la excluye de aquellas consi- 
deradas lineales o de primer grado. 

El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento usual para encontrar la solu- 
cion de una ecuacion de primer grado: 

4x+ 2= 10 " (1) 

Restando 2 de ambos miembros obtenemos una ecuacion mas sencilla, 

4jc = 8 (2) 

despues, dividiendo ambos miembros entre 4, obtenemos otra ecuacion mas 
sencilla aun; 

x= 2 (3) 

por consiguiente, el conjunto solucion es S= (2) 

En el ejemplo anterior realizamos el siguiente procedimiento: transfor- 
mamos la ecuacion inicial (1) en otra cada vez mds sencilla, pero siempre 
equivalente, hasta obtener la solucion (3). 


Definicion: Dos o mas ecuaciones son equivalentes si, y solamente si, 
tienen el mismo conjunto solucion. 
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La transformation de una ecuacion en otra mas sencilla es resultado de la 
aplicacion de una serie de propiedades que permitan expresar la ecuacion ini- 
cial en una equivalente. Estas propiedades son: 

PI: Adicion y sustraccion: Si a, b y c E IR, entonces, 

a=b,a+c=b+c y a — c = b — c son equivalentes. 

En otras palabras, se puede sumar o restar la misma cantidad a ambos 
lad os de una igualdad sin que esta se altere. 

P2: Multiplication y division: Si a, b y c e IR, entonces, 

a = b, ac = be y — = — c # 0, son equivalentes. 
c c 

Es decir, se puede multiplicar o dividir a ambos lados de la igualdad por el 
mismo numero (diferente de cero) y esta no se altera. Los siguientes ejem- 
plos ilustran el uso de estas operaciones. 

a) Resuelva la ecuacion 2x— 5 = x + 6. . , 

Primero, se suma 5 a ambos lados para obtener 
2x — 5 + 5 = x + 6+5 

2x= x+ 11 

> • v. - ■ - ! 

Despues restamos x a lado y lado y se obtiene ; . , 

2x — x= x—x+ 11 "-v 

*= 11 

Por consiguiente el conjunto solution es S = (11} - * 

b) Resuelva la ecuacion 5x — 5 = 2x+ 9. 

Se suma 5 a ambos lados y se obtiene 
5x= 2x+ 14 

Se resta 2x a ambos lados y se obtiene 

3x = i4 ' ;; ■ 

Finalmente se dividen ambos lados entre 3 y se obtiene 



El conjunto solution es S = 

Los ejemplos anteriores se resolvieron utilizando en forma rigurosa las 
propiedades PI y P2; sin embargo, estas dos propiedades dan cabida a ciertas 
reglas que son las que se utilizan en la practica y que podemos resumir asi: 
En una ecuacion, cualquier expresidn puede ser trasladada de un miembro a 
otro realizando la operacion contrariaala inicial, asi: 

Si esta sumando, pasa a restar; si esta restando, pasa a sumar; si esta mul- 
tiplicando, pasa a dividir y si esta dividiendo, pasa a multiplicar. 




102 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS 


Ejemplo 1 

£* + 3-f--4* 

■f 3t+ 4 *~ t ~ 3 

9x + 20.x 2 — 9 

5 3 

29jc 

5 3 

29* (3) = -7 (5) 
87 x = — 35 



6.4 Ecuaciones cuadraticas an una variable 

Una ecuacion cuadratica es una expresion de segundo grado, cuya forma es- 
tandar es 

ax 2 + bx + c = 0 

donde a, 6 y c son reales y a ¥= 0. Si a es igual a cero desaparece el tSrmino en 
sc 2 y la ecuacion ya no es de segundo grado. 

Son ecuaciones cuadraticas o de segundo grado: 

ac 2 + 5* + 6 = 0 
x 2 — 1 = 0 
3y 2 + 7y = 0 
(2x+ l) 2 = + 

Para resolver ecuaciones cuadraticas se utilizan varios m6todos; aquf estudia- 
remos los siguientes: 


Solucidn de ecuaciones cuadraticas por factorizaci6n 

a) Resuelva la ecuacion 
x 2 + 10x+ 16 = 0 

Esta ecuacion se puede escribir como una ecuacion equivalente pero fac- 
torizada. 

(jc+ 8)(x+ 2) = 0 

Ahora se emplea la propiedad del sistema de numeros reales, que dice 
que un producto de dos numeros reales es cero si, y solamente si, al me- 
nos uno de ellos es cero. Por tanto, la ecuacion anterior es verdadera si, 
y solamente si, 
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x+ 3 = 0, entonces x= — 8 
o bien 

x + 2 = 0, entonces x = —2, 

Asi el conjunto solucion de la ecuacion dada es S = { — 8, — 2 } 

Esto significa que la ecuacion x 2 + 10jc + 16 = 0 tiene dos solucio- 
nes. Podemos comprobar que —8 y —2 son soluciones, remplazando estos 
valores en la ecuacion por x, y ambos valores satisfacen la ecuacion: 

x* + 10* + 16 = 0 

para x = — 8 (— I 8) 2 + 10 (—8) +16=0 

64 - 80 + 16 = 0 
para x= (—2) (— 2) 2 + 10 (—2) + 16 = 0 

4 - 20 + 16 = 0 
0=0 

b) Resuelva la ecuacion 
x 2 - 25 = 0 

La ecuacion equivalente factorizada es: 

(x - 5) (x + 5) = 0 
luego *= 5 y *= - 5 

La solucion de la ecuacion es S = { 5, — 5 } y, como en el ejemplo ante- 
rior, podemos comprobar que este es el conjunto solucion. 

c) Resuelva la ecuacion 

2x 2 + 5x - 7 = 0 
(jc — 1) (2jc+ 7) = 0 

entonces, 

x — 1 = 0 6 2x + 7 =0 
de donde 

- , 7 

J£=l O X= -y 

Recuerde que no todas las expresiones de la forma ax? + bx+ c son 
facto rizables, es decir, que este metodo no se podra aplicar en todos los 
casos; de ahi la necesidad de estudiar otros metodos de solucion. 


Solucibn de ecuaciones cuadrbticas completando el cuadrado 

Algunas expresiones cuadraticas son trinomios cuadrados perfectos. 

it 2 + 6*+ 9 = (x+ 3) 2 
9jc 2 -30x+ 25= (3«-5) 2 


Como: 
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Sin embargo, aunque no todos los trinomios son cuadrados perfectos, 
siempre es posible completar el cuadrado. 

Este proceso de coTnplctov si cuadrado se utiliza para resolver ecuacio- 
nes cuadraticas, solo que en este caso el cuadrado se completa con el termino 
independiente. 


Ejemplos 

a) Resuelva la ecuacion x 2 + 5x + 3 = 0 

Restamos de cada lado 3 y obtenemos: x 2 + 5x = —3 

Para completar el cuadrado sumamos a lado y lado de la ecuacion el cua- 

/ 5 25 

drado de la mitad del coeficiente de x o sea ( -g ) = -j- 


x 2 + 5x + 


= -3 + 


La ecuacion equivalente a esta es: 

/ , 5\ 2 _ 13 

V* 2 ) 4 

Extray endo raices en ambos miembros, obtenemos: 


* + i-* 


entonces. 


V? 


5 ± V 13 
x ~ 2 

— 5 — V13 — 5 + \/T3 

xj — 2 y Xz — 2 


b) Resuelva: 

x 2 + x+ 1 = 0 
X 2 + x = —1 


X 2 + x+(|J = -i+(|) 

X 2 + X+-J-= — 1 + -J- 

4 4 

(*+* y --4 

Como yfi no es un numero real, entonces la ecuacion no tiene solu- 
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SoluciOn de ecuaciones cuadrdticas utilizando la formula 

Dada la ecuacion cuadratica 

ax 2 + bx + c = 0, a 0, aplicando el metodo anterior se tiene que: 
ax 1 + bx + c = 0 



2a 


La expresion 

( 6 . 1 ) 

se denomina formula para la solucion de una ecuacion cuadratica de la forma 
ac c 2 + bx + c = 0, en la cual los valores de a, b y c son respectivamente los 
coeficientes de la variable al cuadrado, la variable lineal y el termino indepen- 
diente. 

El sfmbolo ± en la formula significa aue hay dos soluciones; una utili- 
zando el signo m&s y la otra, el signo menos. 

Ejemplos 

a) Resuelva: x 2 + x — 1 = 0 
donde a = 1, 6 = 1, c = — 1 
entonces 
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*. - lwe y *, WT 
2 2 

b) Resuelva: x 2 — 2x — 48 = 0 
Los coeficientes en este caso son: 

a=l 
b = -2 
c = —46 

Sustituyendo estos datos en la formula, se obtienen las dos raices o solu- 
ciones: 

— (—2) ± V (— 2) 2 -4(1) (-48) 

2d) 

*= 2 ± n/4 + 192 
2 

JC= 2±V196 
2 

2± 14 

* = 

2 

*i=8 
* 2 = — 6 

c) Resuelva: ** —10*+ 25 = 0 
a = 1, 6 = -10, c = 25 

+ 10 ± V100 -4- (25) 

* 2 ~ 

10 ± v 100-100 . 

* 2 

10 ± 0 

* = 

2 

*= 5 

La unica raiz que se encuentra es * = 5. 

d) Solucione: 3* 2 + 4*+ 4 = 0 
entonces, a=3, 5=4, c=4 
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-4 ± V16 -4-3-4 
* 6 

-4 ± V16 -48 
6 

-4± 

6 


Como la raiz cuadrada de —32, no es un numero real; no existen raices 
reales para la ecuacion. 

De acuerdo a los ejemplos anteriores, podemos concluir que: 

Si b 2 — 4 ac > 0, existen dos raices reales. 

Si b 2 — 4ac = 0, existe una sola raiz real. 

Si 6 2 — 4ac < 0, no existen raices reales. 


6.5 Casos especiales 

No siempre las ecuaciones lineales y/o cuadraticas presentan la forma estan- 
dar ax + b = 0 6 ax 2 4- bx+ c = 0, sino que en muchas ocasiones estas ini- 
cialmente presentan otras formas con fracciones, radicales, etc. En estos casos 
necesitamos transformar la ecuacion original en una ecuacidn equivalente, 
utilizando las propiedades (PI y P2) y las operaciones descritas anterior- 
mente. 


Ecuaciones que contienen fracciones algebraicas : 

Un ejemplo de ecuacion con fracciones algebraicas es: 

_J 6_ = 

x — 1 x 2 — 1 

7 (*+ l)-6 

~-T ' ’ 5 

7x+ 7—6 
' *=-i ‘ 5 

lx+ 1 = 5(jc 2 -1) 
lx + 1 = 5x 2 - 5 
-5* 2 + lx+ 6=0 
5jc 2 - lx - 6 = 0 

Ahora, utilizando la formula, obtenemos: 

x = — - V49 —4*5 (~~5J 
10 

7± V49+ 120 
10 

1 ±y/l69 


( 6 . 2 ) 


x = 


10 
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X = 


Xi = 


7± 13 
10 

7+13 
10 ’ 


*2 


JC1 = 2, Xi = 



7-13 

10 


Ejemplo 2 

Resuelva: x _ 4 _ — 2 3 j 

x + 2 x + 1 x + 2 

Realizando las operaciones indicadas, obtenemos: 

1) — 4 (jc+ 2) _ —2 

( x+ 2) (* + 1) jc + 2 
.x 2 + x — 4* — 8 _ —2 

(* + 2) — (jc+ 1) ~ x + 2 

(* + 2 ) 

jc 2 — 3jc — 8 = —2a: — 2 
a: 2 — a: — 6 = 0, factorizando 
(* — 3) (a: + 2) = 0 
x= 3 y x - —2 

En algunos casos la solucion obtenida para la forma estandar no satisface la 
ecuacion original. De hecho, en este caso x = —2 no es una solucion de la 
ecuacion original (6.3), ya que al remplazar la x por —2, obtenemos denomi- 
nadores iguales a cero. 17 En este caso x = — 2 se denomina una solucion apa- 
rente. 

Ecuaciones que contienen radicales: 


Ejemplo 3 

2\/*+ 4 -x= 1 
2 y/x + 4 = 1 + X 

En este caso, para suprimir el radical elevamos ambos miembros al cua- 
drado. 

(2 v^TT?) 2 = (1 + x) 2 


17 Para todo a,-^- no esta definido. 



ECUACION ES 109 


Obtenemos 

4 (* + 4) = 1 + 2x + x 2 
4x + 16 = 1 + 2x + x 2 
x 2 — 2x — 15 = 0 
Luego factorizando 
(*-5)(* + 3) = 0 
x= 5 y x — 3 

Si remplazamos en la ecuacion inicial los valores obtenidos, x= 5 y x = 
—3 comprobamos que efectivamente son soluciones. 

Ejemplo 4 

s/lc + 13 — s/1 — * = 2 
v*+ 13= 2 + sfT^x 

Elevamos al cuadrado ambos miembros para eliminar el radical del miembro 
izquierdo. 

(>/*+ 13) 2 = (2 + y/T^-x) 2 
Obtenemos 

x+ 13 = 4+ 4s/T r x + (1-x) 
ordenando, 

2x+ 2=4 V7 —x 

Elevamos nuevamente al cuadrado para eliminar el radical 
(2x + 2) 2 = (4VT=1E) 2 
obtenemos, 

4* 2 + 8* + 4= 16 (7 — jc) 

4* 2 + 8*+ 4 = 112 - 16* 
x 2 + 6* — 27 = 0 
(* — 3) (*+ 9) = 0 
* = 3 y * = — 9 

Al remplazar en la ecuacion inicial el valor de * por 3, vemos que efecti- 
vamente es una solucion de la ecuacion, mientras que no sucede lo mismo 
con el valor * = —9. 

V — 9 + 13 s/1 — ( — 9) = 2 

s/4 — V 16 = 2 

2-4=2 
-2 * 2 

En este caso * = — 9 es una solucion aparente. 
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Nota: Siempre que estemos resolviendo ecuaciones especiales, se hace 
necesario verificar las soluciones en la ecuacion original para desechar las 
soluciones aparentes. 

El siguiente diagrama ilustra el procedimiento a seguir para solucionar 
cualquier ecuacion de grado menor o igual a 2. 



Diagrama para la soluci6n de ecuaciones. 


Ejemplo 5 
Resuelva: 

( 2*) 2 _ = Q 
4x 2 + 3x+ 2 x+ 1 

(2x) 2 _ x 

4x 2 + 3x+ 2 x+ 1 
(2*) 2 = x 

4x 2 + 3x+ 2 «+ 1 

4x 2 _ x 

4x 2 + 3a: + 2 x+ 1 
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4x 2 (* + 1)= *(4* 2 + 3x+ 2) 

4x 3 + 4x 2 = 4X 3 + 3* 2 + 2x 
4jc 2 — 3jc 2 — 2 x '= 0 
x 2 -2x= 0 

x(x— 2) = 0 
x = 0 y x = 2 

6.6 Solucidn de problemas 

Aprender a solucionar ecuaciones como las que hemos estudiado en las sec- 
ciones anteriores, tiene sentido en la medida en que las apliquemos para 
resolver problemas. . „ 

No hay una regia general para resolver problemas de aplicacion, ya que 
los hay de muy diferentes tipos, sin embargo, podemos establecer las siguien- 
tes estrategias o pasos para su solucion: 

a) Leer detenidamente la situacion que plantea el problema hasta familiari- 

zarse con ella. . r - : ; 

b) Hacer un esquema o dibujo, si tiene sentido hacerlo, que aclare la situa- 
cion. 

c) Hacer una lista de los datos conocidos y otra de los datos que se quieren 

determinar. : 

d) Representar el termino desconocido por medio de una variable, por ejem- 
plo x. 

e) Expresar todas las demas cantidades en terminos de x. 

f) Expresar la situacion descrita en el problema en simbolos matemiticos; 
esto es, plantear la o las ecuaciones. 

g) Resolver la ecuacidn segun los mdtodos aprendidos. 

h) Comprobar si la solucidn hallada se ajusta a la situacidn descrita en el 
problema. 

A continuacion mostramos varios ejemplos que ilustran estos pasos. 

Caso 1 : Division de una cantidad en dos partes 

Trataremos aquf todos los casos en los que una cantidad inicial “C”, se quie- 
re repartir en dos partes. El procedimiento que debe s^uirse aeri llamar 
siempre “X” a una de las dos cantidades y por consiguiente “C-X” a la otra 
cantidad. Los siguientes ejemplos ilustran este caso 1. 

Ejemplo 6 

Cierta fundacion debe invertir 6 millones de pesos en dos tipos de bonos que 
pagan dividendos anuales del 8% y 9% , respectivamente. iQue cantidad debe 
invertir en cada uno para obtener un interes de $505,000 anual? 
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Solucion: 

Sea * la cantidad a invertir al 8%; entonces 6,000,000 - x sera la cantidad 
a invertir al 9%. 


C pesos colocados a una tasa del r% producen un interes /, 
I = 0/100 


(6.4) 


Por lo anterior 

505,000 = *8% + (6,000,000 — x) 9% 

505 n 00 = — + ( 6 » 000»000 ~ JC ) 9 

100 100 

-50,500,000 = 8* + 54,000,000 - 9* 
x = 3,500,000 

Luego la cantidad a invertir al 8% sera de $3,500,000 y al 9%de $2,500,000 
Ejemplo 7 

En un almacen de calzado hay 500 pares de zapatos de dos m areas diferentes, 
cuyos precios son $8,000 y $13,500. La venta de los 500 pares produjo in' 
gresos de $4,962,500. ^Cuantos pares de zapatos de cada marca se vendie- 
ron? 

Solucion: 

Sea x la cantidad de pares de zapatos vendidos a $8,000 
500 — x la cantidad vendida a $13,500 


El ingreso R, obtenido al vender x artfculos a p pesos es R - xp 


(6.5) 


por lo anterior, 

4,962,500 = 8,000.x + 13,500 (500 - x) 

4,962,500 = 8,000 + 6,750,000 - 13,500* 

5,500*= 1,787,500 
xss 1,787,500 

5,500 
*=325 

luego los pares de zapatos vendidos a $8,000 son 325 y los vendidos a 
$13,500 son 175. 


Caso 2: Donde una cantidad es igual a tantas veces otra. 
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El procedimiento a seguir en este caso sera llamar x la cantidad considerada 
inicialmente y a nx, donde n G R, la otra cantidad. 

Ejemplo 8 

El costo para producir un par de zapatos es de $5,700 y depende de la mate- 
ria prima y de la mano de obra. Si el costo de la materia prima es el triple del 
costo de la mano de obra, £cual es el costo de la materia prima y de la mano 
de obra? 

Solucidn: 

Sea x : costo de la mano de obra 
entonces, 

3x: costo de la materia prima 
luego, 

x+ 3x= 5,700 
4*= 5,700 

5,700 
*- 4 

x= 1,425 costo de la mano de obra 

3x = 3(1,425) : 

= 4,275 costo de la materia prima 

Ejemplo 9 

Una fabrica de camisas paga $140,000 de arriendo por el local donde confec- 
ciona y vende sus camisas. El costo del material es la mitad de la mano de 
obra. iCudnto paga por mano de obra y cuanto por material para que los 
costos totales sean de $500,000? 

Solution: 

( 6 . 6 ) 

El costo total es igual al costo fijo mas el costo variable, 

CT = CF+ CV ■- 11 : 

donde el costo variable depende del numero de articulos que se produz- 
can (mano de obra, materia prima), mientras que los costos fijos perma- 
necen constantes, independientes de las unidades producidas (arriendo, 
salario basico, etc.). 


Por lo anterior CT = 140,000 + C(jc) = 500,000, donde C(x): costo variable. 
C(x) = costo mano de obra + costo de materia prima 

C(jc) = x + ^-x 
A 
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luego 

500,000= 140,000+ (* + — x) 

2 

500.000 = 140,000 + —x 

2 

360.000 = -* 

2 

360.000 (2) _ 

3 

240.000 = x costo mano de obra 

JC 

120.000 = — ■ costo materia prima 

A 


Caso 3: Donde una cantidad es igual a una cantidad dada mas o menos algo. 

El procedimiento a seguir en este caso es llamar * la cantidad dada y a la otra 
x ± k. 

Ejemplo 10 

Un fabricante produce semanalmente 150 artfculos que vende al doble del 
costo menos $100 pesos. ^Cudnto es el costo de producir cada articulo, si 
sus utilidades son de $36,000? 


Se define la utilidad, como la diferencia entre los ingresos 
totales recibidos R, y los costos totales causados C. 

LT(JC) = ^(JC) — C(JC) 


En este caso, sea x el costo de producir tin art fculo, luego (2x — 100) es lo 
que se recibe por cada articulo vendido. 

Por (6.6) 

U(x) = 150 ( 2x - 100) - 150* 

= 300* -15,000 -150* 

36,000 = 150* — 15,000 

JC= 36,000 + 15,000 
150 

* = $340 costo de producir un articulo 
A continuacion ilustraremos problemas similares. 
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Ejemplo 11 

Un fabricante produce temparas, que vende a $8,200. Sus costos de produc- 
tion son los siguientes: $130,000 en arriendo, y $3,500 por el material y la 
mano de obra de cada lampara producida. ^Cuantas ldmparas debe producir 
para obtener utilidades de $246,000? 

Solution: Por (6.6) 

U(x) = R(x) - C(x) 

Por (6.5) CT=CF+CV 

Para el caso CT = 130,000 + 3,500* 

R(x) = 8,200* 

Remplazando 

U(x) = 8,200 *-(130,000+ 3,500*] 

£/(*) = 8,200* -130,000 -3,500* 

246,000 + 130,000 = 4,700* 

* = 80; luego debe producir 80 lamparas. 

Ejemplo 12 

Mensualmente una compama puede vender * unidades de cierto articulo a 
p pesos cada uno, en donde la relation entre pyx (precio y numero de articu- 
los vendidos) esta dada por la siguiente ecuacion de demanda: P = 1,400 — 
40*. 


La ecuacion de la demanda de un cierto articulo es una ecuacion 
de la forma ap + bx = c, a,b,c, ctes. que relaciona el numero de 
articulos vendidos *, y el precio p a que 6stos se vended. 


( 6 . 8 ) 


a) ^Cuantos articulos debe vender para obtener unos ingresos de $12,000 
pesos? 

b) iCual debe ser el precio de cada articulo para obtener ingresos de 

$ 10 , 000 ? 

Solucion: 
a) Por (6.5) 

R = xp 

remplazandop,seobtieneiZ = *(1,400 — 40*), 
luego, 12,000 = *(1,400 — 40*) 

12,000= 1,400*- 40* J 
ordenando la ecuacion, 

40* 2 - 1,400*+ 12,000 = 0 
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simplificando, 

x 2 — 35* + 300= 0 

resolviendo por factorization, 

(*-15) (* — 20) = 0 
*i = 15 
* 2 = 20 

Esto significa que vendiendo 15 6 20 artfculos obtiene los mismos 
$12,000 de ingresos. 

b) R = xp 

Ya que en este caso lo que nos preguntan es el precio, debemos escribir 
la ecuacion de demanda en t4rminos de p, y luego remplazarla en la ecuacion 
de ingreso, asi: 

p = 1,400 — 40* 

40*= 1,400— p 

x= 1,400 -p 
40 


entonces. 


R = 
R = 


(“$=*)< 


10,000 = 


1,400 p 
40 


P 2 

40 


10,000= 35p-^l 
40 

- 35p + 10,000 = 0 
40 

p 2 - l,400p + 400,000 = 0 
resolviendo, 

p = 1,000 pesos 
p = 400 pesos 


Ejemplo 13 

Un vendedor de hamburguesas esta comprando la came preparada por cada 
hamburguesa a $120. Decide entonces preparar el mismo la came, teniendo 
en cuenta que para cada hamburguesa necesita solo $60 de came, pero para 
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su elaboration necesita alquilar un local por valor de $15,000. ^Cuantas 
hamburguesas necesitara preparar por su cuenta para que se justifique su 
decision de elaborarlas 41 raismo? 

Solution: 

En este caso lo que se quiere es encontrar el numero de articulos que se de- 
ben producir para equiparar los costos del primer concepto con los costos 
del segundo concepto, 

120* - 15,000 + 60* 

donde *: numero de hamburguesas a producir. 

120* -60*= 15,000 
60* = 15,000 
*= 250 

Observe que si se producen menos de 250 hamburguesas, por ejemplo 249, 
resulta mas barato comprarlas a $120 que produtirlas. 

249 (120) = $29,880 

15.000 + 60 (249) = $29,940 

Ejemplo 14 

Un vendedor sabe por experientia que si vende sus revistas a $1,500 cada 
una, puede vender 800 revistas. Pero si aumenta el pretio de cada revista en 
$300 pesos deja de vender 50 revistas. ^Cudntas revistas debe vernier para 
obtener ingresos de $1,200,000, pero vendiendo menos revistas? 

Solucidn: 

Si vendiera todas sus revistas obtendrfa unos ingresos de: 

R = xp 

R = (800)(1,500) 

R = 1,200,000 

Dado que quiere obtener los mismos ingresos vendiendo menos revistas, 
debemos hallar un valor ft, tal que 

R = (800 - 50ft) (1,500 + 300fe) = 1,200,000 
(No. (precio 

de revistas) por cada revista) 

donde ft represents la cantidad de aumento en el pretio y diminution en el 
numero de revistas vendidas. 

Luego 

1.200.000 = 1,200,000 + 240,000ft - 75,000ft - 15,000ft 2 
de donde 

165,000ft - 15,000ft 2 =0 
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luego 
k = 0 
k= 11 

Observe que si k = 0, tenemos las condiciones iniciales. 
El numero de revistas que se deben vender es: 

800 - 50fe 

800-50(11) 

800 - 550 = 250, 

que vender^ a 1,500 + 300(11) = $4,800 
Observe que: 

R = 250 X 4,800 = 1,200,000 


6.7 Ecuaciones lineales con dos variables 

La forma general de la ecuacion lineal con dos variables es: 
y = ax + b o y — ax — 6=0 


Para simplificar, expresaremos cualquier ecuacibn de este tipo de la for- 
ma P(x, y) = 0. 

Una solucion de P(x, y) = 0 es el conjunto S formado por los pares orde- 
nados (jc, y) que verifican la ecuacion. Tambibn aquf llamaremos a S el con- 
junto solucion de P(x, y) = 0. 


Ejemplo 15 


Sea U el conjunto de todos los numeros reales: entonces, algunos de los 
elementos del conjunto solucion de y = 3* + 2 son: (—2, —4), (—1, — 1), 



En realidad el conjunto solucion S contiene infinito numero 


de elementos. 

El metodo para encontrar los elementos de tal conjunto solucion es muy 
facil. Para ello se escoge un valor cualquiera de x por ejemplo 0, y despu£s se 
remplaza en la ecuacion dada para calcular el correspondiente valor de y, asi: 


y = 3(0) + 2 
y = 0+ 2 
y = 2 


De manera similar podrfamos comprobar que, efectivamente, (— 2, — 4), 
(— 1, —1), etc. son elementos del conjimto solucion. Como habiamos dicho, 
el conjunto solucion de esta ecuacion es un conjunto infinito, por tanto no 
podemos enumerar todos sus elementos y para describirlos necesitaremos 
utilizar otro metodo, el metodo grafico. Este metodo requiere que restrin- 
jamos el conjunto solucion al conjunto de los numeros reales. En adelante 
supondremos que se ha hecho asf. 



ECUACI ONES 119 


La grafica de una ecuacion P(x, y) = 0 (en los reales) es el conjunto de 
todos los puntos del piano cuyas coordenadas constituyen pares ordenados 
que son elementos del conjunto solucion de P(x, y) = 0. 

El procedimiento corriente para dibujar la grafica de una ecuacion de 
este tipo consiste en determinar unos cuantos puntos de ella, y despues 
unir estos puntos mediante una recta. 


Ejemplo 16 


Dibujar la grdfica de: y = 3x + 2 

Preparemos la siguiente tabla de pares (vdase Ejemplo 1). 



Despu6s trazamos la grafica de la figura. 

Observaciones 

1. La grafica de la figura es una recta, por consiguiente bastard calcular sola- 
mente dos puntos para determinar esta grafica. 

2. En la mayoria de los casos, los puntos mas faciles de identificar son aque- 
llos que se encuentran haciendo una variable igual a 0, y resolviendo para 
el valor de la otra variable. O sea, se hace x = 0 y se encuentra el valor 
correspondiente a y; despues se hace y = 0 y se obtiene el valor corres- 
pondiente para x. En otras palabras, se obtienen los dos puntos de corte 
con el eje Y y con el eje X. 



Figura 6.1 y = 3 x + 2. 
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Ejemplo 17 

Haga la grafica de la ecuacion 2x — 5 y = 0 

Esta ecuacion es un ejemplo del caso en donde no se encuentran dos pun- 
tos haciendo cada variable igual a 0, pues si x = 0 

2(0) — 5y=0=>y=0 
si y = 0 

4*-7(0) = 0 =■>* = 0 

Ambos casos dan lugar al mismo punto (0, 0). Por tanto.se debeaveri- 
guar otro valor para una de las variables. 

SiJc=3 2(3) — 5y =0 =» y = -|* 

Entonces dos parejas solucion ion (0, 0) y (3,y ), con las cuales podre- 
mos realizar la grafica. 



Figura 6.2 2x - 5/ = 0. 

Ejemplo 18 (Decisiones sobre production) 

Una fabrica produce salchichones de dos tipos: cervecero y corriente. Cada 
unidad de salchichon cervecero requiere -i- de hora-m&quina para su pro- 
duccion y cada unidad del corriente yde hora-maquina. Si hay 320 horas- 
maquina semanales disponibles en la fabrica, 

a) Encuentre la ecuacion que relaciona el numero de salchichones de cada 
tipo que se pueden producir en la fabrica. 

b) Si se producen 480 unidades de salchichon cervecero, £cu4ntas unida- 
des de salchichon corriente pueden producirse? 

Solucion 

a) Sea x el numero de unidades de salchichon cervecero a producir, y sea 
y el numero de unidades de salchichon corriente, entonces 




ECUACIONES 121 


-1* + Ay = 320 
4 6 

es la ecuacion de production, 
b) Si * = 480, entonces 

-(480) + — y = 320 
4 6 

120 + — = 320 
6 

- 2 - = 200 
6 

y = 1,200 

se produciran 1,200 unidades de salchichdn corriente. 

Ejemplo 19 (Manejo de inventarios de bodega) 

Abastos “La economica” tiene 1,386 unidades decierto articulo en bodega, 
del cual vende diariamente 42 unidades. 

a) Encuentre una ecuacion que relatione el numero de articulos en bodega, 
en t6rmino del numero de dias de venta. 

b) Si la politica de la tienda es hacer un pedido en el momento en que tenga 
en deposito 336 articulos, £en cuantos dias debera hacer un nuevo pe- 
dido? 

Solution 

a) Sea * el numero de dias de venta, y sea y el numero de articulos en bode- 
ga; entonces 

y = 1,386 - 42* 

b) Siy= 336, 

336 = 1,786 = 42* 

42*= 1,050 

*=^=25 

42 

Tendria que realizar el pedido al cabo de 25 dias. 

6.8 Ecuaciones lineales sjmultAneas con dos incdgnitas 

La expresion general de un sistema lineal de dos ecuaciones con dos varia- 
bles, es: 


an *+ a« y = bi 

a?i *+ 022 y = bi 


(6.9) 
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donde los coeficientes son numeros reales. 

La solucion de este sistema es un par ordenado (a:, y) que verifica ambas 
ecuaciones. Puesto que la grafica de cada una de las ecuaciones de 6.8 es una 
recta, en realidad estamos buscando los puntos que son comunes a ambas 
rectas. 

Se dan a continuacion varios metodos para resolver tales sistemas. 
a) Solucion simultanea por suma o resta ( eliminacion ). 

En este metodo multiplicands adecuadamente una de las dos ecuaciones (o 
ambas) de tal forma que los coeficientes de una de las variables sean iguales 
pero de signo contrario, de modo que al sumar las dos ecuaciones se elimine 
dicha variable. 

A continuacion se resuelve la ecuacion que queda. Para obtener el valor 
de la otra incognita se remplaza el valor hallado en una de las dos ecuaciones 
originales. 

Ejemplo 20 
Resuelva 

2x — 5y — 19 = 0 

3x + 4y + 6=0 . 

Para eliminar x, multiplicands la primera ecuacion por 3 y la segunda 
por —2; asi obtenemos: 

6* — 15y — 57 = 0 

—6x — 8y — 12 = 0 

sumando, tenemos que 

— 23y — 69 = 0 y =_ _ 3 

23 

Remplazando y = - 3 en 2 jc — 5y — 19 = 0 1 

Obtenemos 2x = 19 + 5(— 3) 

*= 2 

luego la solucion es el par (2, —3) 

Graficamente, 



Figure 6.3 2x-5)/-19 = 0 

3x + 4y + 6 =0 
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b) Solution simultanea por sustitucion . 

Se resuelve una de las ecuaciones para una de las variables en terminos de la 
otra y se sustituye la variable por esta expresion en la otra ecuacion. La 
ecuacion obtenida por sustitucion contiene una sola variable y por consi- 
guiente podemos resolverla facilmente. 

Ejemplo 21 
Resuelva 

(1) 2jc — 5y + 8=0 

(2) x+ 4y — 9 = 0 

Primero debemos resolver una de las ecuaciones ya sea para x o para y. 
Notamos que podemos evitar fracciones si despejamos x en la segunda ecua- 
cion y obtenemos 
x= 9 — 4y 

Ahora sustituimos x por esta expresion en la primera ecuacion. 

2(9 - 4y) - 5y + 8 = 0 

Dado que esta es una ecuacion lineal con una variable, podemos resol- 
verla para y 

18 — 8y — 5y + 8 = 0 
— 8y — 5y = -18 - 8 
13y = 26 
y = 2 

Este valor lo remplazamos preferiblemente en la ecuaci6n x = 9 — 4y y 
obtenemos el valor de x, asi: 

x = 9 — 4y 
x= 9 — 8 
*= 1 

Por consiguiente, la pareja (1, 2) es la soluci6n dbl sistema dado. O sea 
que el punto de corte o intersection de las dos rectas es el punto (1, 2); 
graficamente, 



Fiflura 6.4 2x - 5y + 8 = 0 
x + Ay -9=0 
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c) Solution simultdnea por igualacion. 

Como su nombre lo indica, este metodo consiste en despejar en ambas ecua- 
ciones la misma variable, y luego igualarlas para obtener una ecuacion con 
una sola variable. 

Ejemplo 22 
Resuelva 

(1) *+ 3y = 4 

(2) 3*-5y+2=0 

Despejando en ambas ecuaciones la variable y, se obtiene: 

( 1 ) y=±—?L 

3 


( 2 ) 


y = 


3* + 2 
5 


De donde: 


A — x _ 3jc+ 2 
3 5 


Resolviendo la ecuacion de una variable se obtiene: 

20 - 5jc = 9x + 6 
lAx — 14 

x = 1 

Ahora remplazamos el valor de x en cualquiera de las ecuaciones (1) 6 (2) 


Solucion: (1, 1). 

Observe que independientemente del metodo que se use, el objetivo de todos 
los metodos es obtener una ecuacion de una variable cuya solucion es muy 
sencilla. 

Los siguientes ejemplos ilustran dos casos especiales: im sistema sin solu- 
cion y un sistema con infinitas soluciones. 

Ejemplo 23 
Resuelva 

3x + 2y + 5 = 0 
6x + 4y — 4 = 0 
Eliminando, obtenemos: 

14= 0 
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Puesto que la unica ecuacion es, de hecho, una contradiccion, no hay 
solution. Esto significa que las rectas son paralelas. 

Graficamente, 



Figura 6.5 3x + 2y + 5 = 0 
6x + 4/ — 4 = 0. 

Ejemplo 24 
Resuelva 

Ax - y + 3 = 0 
8x — 2y + 6=0 
Eliminado x, obtenemos 0=0 

Esto significa que las dos ecuaciones iniciales son iguales, por tanto al 
representarlas graficamente las rectas coinciden, lo cual implica (vease 6.8) 
que el sistema tiene infinitas soluciones. 

Graficamente, 



Figure 6.6 4x - y + 3 = 0 
8x — 2y + 6 = 0. 
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6.9 Ecuaciones lineales simulttineas con tres incdgnitas 

La expresion general de tales sistemas es: 
a n x + a l2 y + a l3 z = 6j 
a zi x + 022 y + a 23 z= b 2 
a 31 x+ a 32 y + a 33 z= b 3 

La metodologia de la seccion anterior se puede aplicar sin cambios sus- 
tanciales a este sistema. El procedimiento a seguir es transformar el sistema 
inicial en un sistema de dos ecuaciones por dos incognitas y seguidamente 
transformer este ultimo en una ecuacion lineal con una unica variable. 

Ejemplo 25 
Resuelva 

(1) 2x — y + 3z + 9 = 0 

(2) x+ 3y-a-10 = 0 

(3) 3jc+ y — z — 8 - 0 

En primer lugar eliminamos x entre la primera ecuacion y la segunda y, 
en segundo lugar, entre la primera y la tercera. Las ecuaciones resuitantes 
son: 

7y — 5a — 29= 0 
5y - 11a - 43 = 0 

A continuacion eliminamos y, entre la primera ecuacion y la segunda del 
nuevo sistema, obteniendo: 

2*3 = 0 

De esta ultima ecuacion resulta a = - 3. Haciendo a = - 3 en la segunda 
ecuacion podemos encontrar que y = 2; ahora, con y = 2 y a = - 3 la pri- 
mera ecuacion nos da x = 1. 

Luego la solucion es (1, 2, —3). 

Ejemplo 26 
Resuelva 

(1) jc+2y— 2+3=0 

(2) 2*+y+ 2 — 1=0 

(3) 3*+ 3y+ 2= 0 

La primera eliminacion (de x) produce el sistema 
3y - 3a + 7 = 0 
3y - 3a + 7 = 0 

Es decir, el sistema obtenido es realmente una unica ecuacion: 3y — 3a + 

7 = 0 que como dijimos anteriormente tiene infinitas soluciones. En este 
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caso, si queremos encontrar una, asignamos un valor cualquiera a una de las 
variables de la ecuacion anterior, y obtenemos el valor de las otras asi: 

Sea y = 1, entonces 3(1) +7=3 z 

i 10 

luego z = — — 

3 

remplazando en (1) 

* + 2(D-(f)=-3 



Ejemplo 27 
Resuelva 

x+ y+ z — 1=0 
2x — 3y — 2z + 4 = 0 
3.x — 2 y — z + 2 = 0 

La primera elimination (de x) nos lleva al sistema 
5y + 4z — 6 = 0 
5y + 4z — 5 = 0 

Eliminando y obtenemos —1 = 0 
luego el sistema no tiene solution. 

Si x es el numero de ejemplares ofrecidos o demandados de un tierto 
articulo a un precio p, entonces las siguientes ecuaciones representan respec- 
tivamente la oferta y la demanda del articulo al precio p. 

x=a — bp (demanda) (6.10) 

x=c+ dp (oferta) (6.11) • 

En la ecuacion (6.10) es claro que a medida que aumenta el precib, baja 
el numero de articulos que se demandan del mismo, mientras que en la ecua- 
cion (6.11) ocurre lo contrario; a medida que el precio aumenta, el numero 
de articulos que se ofrecen en el mercado tambiin aumenta. 

Economicamente, la oferta y la demanda tienen sentido para valores no 
negativos de x y p ( vease Figura 6.7). 

El punto de corte de las ecuaciones de oferta y demanda recibe el nom- 
bre de punto de equilibrio del mercado ( viase Figura 6.7), y representa el 
punto en que el numero de unidades que se ofrecen es igual al numero de 
unidades que se demandan. 

Ejemplo 28 

Dadas las ecuaciones de oferta y demanda de un producto, determine el pre- 
cio y la cantidad de equilibrio de dicho articulo. 
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Figura 6.7 Oferta — Oemanda. 


demanda p = 28 — x (1) 

oferta p = 2x + 1 (2) 


Solution 

En este caso el m4todo mas facil de aplicar es el de igualacion. Entonces te- 
nemos, 

28 — x= 2x+ 1 
—x — 2x= —27 
x = 9 

luego, y = 28 — 9 = 19 

Esto significa que el precio de equilibrio es 19 y el numero de articulos 
es 9. 

En la siguiente grafica se ilustran las curvas de oferta y demanda y el 
correspondiente punto de equilibrio. 



Figura 6.8 


P = 2jt + 1 
P =28 
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6.10 Resumen 


Recuerde que: 

1. ax + b = 0 es la forma estandar de una ecuacion lineal o de primer grado. 

2. ax 1 + bx + c = 0, es la forma estandar de una ecuacion de segundo gra- 
do, y cuya solucion por medio de la formula es: 



3. c pesos colocados al r% producen un interes /. 


I = — 

100 

4. El ingreso R obtenido al vender x articulos a p pesos es: R = x*p 

5. Costo total = costos fijos + costos variables. 

6. Utilidad = ingresos — costos totales. 

7. Se define punto de equilibrio del mercado como aqu£l en el que la oferta 
es igual a la demanda. 


6.11 Ejercicios y problemas 

1. Resuelva las siguientes ecuaciones lineales 

a) 15*— 8 = 3* + 2 — (* + 5) 

b) — |2* + 7 — [—1 + 3* —(—4* + 9) — (3* + 4)J — 29| = -3 

c) * — 3 + 4*— 1 _ *+ 9 

3 4 “ 2 

d) 2x+ 1 _ *— 2 _ * 

5 3 ~~r 

e) (x — 2) (*+ 3) = (*+ 5) 1 

f) (*-l) 3 -(*+ 2) 3 =-6*(2*-5)+ 3x 2 

g) 2x — — ~ 6 =Ju( x -5)-5 x 

2 2 

h) 2*+ 7 _ 2*+ 3 
5*+ 2 bx— 1 

i) (3*-2)(4*+ 1) _ 2 = Q 

6*(*+ 3) 

j) (2*+ 5) _ (3* + 2) = 1 

(3*-l) (5*+ 2) 15 

2. Resuelva las siguientes ecuaciones . 

a) jc 2 + 5* +6=0 



130 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS 


b) 6* 2 -5*- 21 = 0 

c) 4x 2 — 10* = —7 

d) * 2 = 8* 

e) * 2 + 5 = 0 

f) (* + 5) 2 + 3* = (* + 3)(2*-l) 

g) 3*+ 5 + * + 3 _ 3 

x— 1 x + 2 

h) (* — 3) 3 = x 3 + 5 

i) 2 + 3*— 5 = Q 

* + 5 x 2 + 5 

j) —2* + 1+2* _ 4 

*+ 2 * *+ 2 

3. Resuelva las siguientes ecuaciones. 

a) y/x~+ 6 + *—6=0 

b) \fx+ 2 + \J~x+ 7 = 0 

c) \fx+ 3 — >fx + 8+1=0 

d) V* — 2 — *+4=0 

e) s/x— 10 + >7^+ 11 = 0 

f ) \/ * + 5 + \/jc~ir — 4=0 

g) —\J 2* + 9 + \/3*+ 16 = 1 



4. Resuelva algebraicamente el par de ecuaciones dadas. Despues, trace la 
grafica de las dos rectas y verifique graficamente la solucion. 

a) 1 5* + 2y — 4 = 0 
1 3* — y — 9 = 0 

b) 1 4* — y + 5 = 0 
|3* + 2y — 10= 0 

c) 1 3* + 2y — 3 = 0 
(4* — y +7=0 

d) |6*+y — 19=0 
1-2* + 3y + 3 = 0 
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e) 3*-2y — 8=0 
—x + 3y — 2 = 0 


5. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones 

a) I y = 1 - x 

I y = x 2 + 2x — 3 

b) I y = 6 - 2x 

\ y = x 2 — 2x + 2 

c) I y = x— 4 

j y = — x 2 + 8 

d) j y = 2x— 2 

j y = —x 2 + x + 4 

e) I y = 2x — 1 

j y = x 2 —2x+ 3 

f) jy=2x+ 1 

| y = — x 2 — 4jc— 8 

g) I x 2 + y 2 = 25 

j x 2 + y 2 — 5jc= 0 

h) I jc 2 + y 2 = 25 
1 *+ y = 1 

i) I jc 2 + 3 xy + y 2 — 25 = 0 

i *= y 


6 . 


Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones 


a) 


b) 


3a+ y — 2z — 2 = 0 
x+ 3y — z — 3 = 0 
2x — y+ 4z — 5 = 0 

2x-y+ 3z-14= 0 
—3x + y —z + 10 = 0 
x+ y + z — 4= 0 


c) 


d) 


e) 


f) 


3x+ 2 z+ 5 = 0 
2y — 3z — 12 = 0 
jc+ y — 1 = 0 

5x — y + 3a — 3 = 0 
—2x + y — 2a + 2= 0 
3x+ 2y + a — 1 = 0 

2x — y+ 4a — 1= 0 
3 jc + 2y — 5a + 4 = 0 
5jc+y— a+3=0 

3ar— 2y + 4a — 5 = 0 
— 6 jc+ 4y — 8a + 10 = 0 
9 jc— 6y + 12a — 15 = 0 
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g) 

h) 


i) 


j) 


( x — 2y + z — 3 = 0 
4y — 8y + 4z — 12 = 0 
—2x + 4y — 2z + 6=0 

3x+y — bz + 4= 0 

■ — x — y+z+ 2=0 
.x — y — 32 + 8=0 

1 *— y = 1 
y + 2 = 4 
y 2 + *2 = 7 

' xy = —12 
■ yz = —4 
32 = 3 


7. Resuelva los siguientes problemas 

a) El producto de dos numeros positivos es 54. Si un numero es tres 
unidades mayor que el otro, ^cuales son los numeros? 

b) Un granjero desea cercar un terreno rectangular con 260m. de alam- 
bre. El area del terreno es de 8,400 m 2 . Si a lo largo de uno de los 
lados del terreno existe ya una cerca de piedra donde no se requiere 
utilizar alambre, ^cuales seran las dimensiones? 

c) En las elecciones para alcalde de Utopia, el candidate A recibio 5,919 
votos mas que el candiato B. El total de la votaeion file 18,635. 
iCuantos electores votaron por el ganador? 

d) Cuando dos obreros trabajan separadamente, el primero produce 4 
unidades/min. mas que el segundo. Cuando trabajan juntos producen 
15 unidades/min., pero el rendimiento de cada uno es solamente las 
tres cuartas partes del que tienen cuando trabajan por separado. 
^Cuantas unidades produce cada uno cuando trabaja sin compama? 

e) El precio de cuatro manzanas y dos peras es $810. El de una man- 
zana y tres peras $315. Encontrar el precio de una manzana y una 
pera. 

f) El jabon Nordit fue promocionado en la ciudad A mediante 4 pagi- 
nas completas en un periodico, y en la television, mediante 15 avisos. 
En la ciudad B, que tiene el mismo numero de habitantes que A, 
se utilizaron como propaganda 5 paginas completas en los periodicos 
y 10 avisos en la television. Como resultado se vendieron 6,250 jabo- 
nes en la ciudad A y 6,500 en la ciudad B. ^Cuantas ventas deben 
atribuirse a la publicidad en los periodicos y cuantas a la publicidad 
de la television, suponiendo que actuan separadamente? 

g) En el pais llamado Suburbia, el precio de un paquete de cigarrillos 
incluye un impuesto de $25 pesos, y este impuesto es el mismo para 
todas las marcas de cigarrillos. En Suburbia, 5 paquetesde cigarrillos 
Notar cuestan lo mismo que 4 paquetes de cigarrillos Coffin. En el 
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puerto libre de Utopia no existen impuestos y, por tanto, cada pa- 
quete de cigarriilos cuesta $25 pesos menos que en Suburbia. En 
Utopia, 5 paquetes de cigarriilos Notar cuestan lo mismo que 3 pa- 
quetes de cigarriilos Coffin. Encuentre los precios de los cigarriilos 
en Suburbia. 

h) Los automoviles Nerverstart consumen gasolina corriente cuyo precio 
es de $30 pesos el galon, y su rendimiento es de 20 kilometros por ga- 
lon. Los automoviles Everknock consumen gasolina superior de 340 
pesos el galon, y su rendimiento es de 17 kilometros por galon. Un 
dia, la suma de las distancias recorridas por un Neverstart y un Everk- 
nock fue de 91 kilometros, y el costo total de la gasolina consumida 
por los dos automoviles fue de $1,620. ^Cuanto recorrio cada uno? 

i) Una persona invierte $5,000,000 en dos negocios diferentes. Uno de 
los negocios le produce el 3% y el otro solamente el 1%. a) iQue 
cantidad debe invertir en cada negocio para obtener beneficios totales 
de $135,800? b) Si decide invertir el triple de lo que invierte en el ne- 
gocio que le produce el 1%, que le produce el 3%, ^cuales son los be- 
neficios obtenidos ahora? 

j) En una fabrica se producen dos articulos diferentes que se venden a 
$3,200 y $4,500, respectivamente. Si se venden 400 articulos de las 
dos clases y los ingresos obtenidos son de $1,579,200, ^cuantos ar- 
ticulos se vendieron de cada uno? 

k) Un fabricante de muebles produce mensualmente 80 escritorios que 

vende al doble de lo que le cuesta producirlos cada aiio. Si tiene unos 
costos fijos de $1,400,000 mensuales, £cual es el costo de producir 
cada escritorio, si sus utilidades son de $3,800,000 mensuales?: r ; 

l) Semanalmente una fabrica produce x unidades de cierto artfculo que 
vende a p pesos cada uno y cuya ecuacion de demanda viene dada 
por 1,500* + 3p = 3,861,000. a) ^Cuantos artfculos debe vender pa- 
ra obtener ingresos de 1,087,000? b) En este caso ^a que precio se 
vendio cada articulo? 

m) Una industria que ensambla electrodom&ticos esta comprando empa- 
ques para cada articulo, a $3,000. Decide alquilar una maquina para 
fabricar el mismo los empaques, por lo cual paga $1,200,000 mensua- 
les incluida la materia prima. ^Cuantos empaques necesita fabricar 
para que se justifique su decision? 

n) Una agencia inmobiliaria puede vender un edificio de 40 apartamentos 
a $14,000,000 cada uno. Su propietario asume que por cada $400,000 
que le aumente a cada apartamento dejara de vender uno. ^Cuantos 
apartamentos debe vender y a que precio, para realizar una venta to- 
tal de $560,000,000, sin vender todos los apartamentos? 
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o) Grafique las siguientes ecuaciones: 

a) jc/2 + y = 5 

b) 4y — x — 3 = 0 

c) y = lx—~ 

p) Una cerveceria elabora dos tipos de cerveza: clasica y tipo exportation. 

Cada caja de tipo cl&sico necesita— —de hora-mdquina para ser envasada, 

15 

mientras que la de tipo exportation necesita ~ de hora-maquina. Si la 
fdbrica trabaja las 24 horas del dia. 

a) Encuentre la ecuacion que relaciona el niimero de cajas que se enva- 
san de cada tipo. 

b) Si se envasan 120 cajas de cerveza tipo exportation, ^cuAntas se enva- 
san del tipo cldsico? 

q) Dada la ecuacion de oferta y demanda respectivamente, halle el punto 
de equilibrio. 

a) p = 3x + 10; p = 130 — x 

b) 5p — 3x= 910; 3p+ 2x= 660 

2 3 

c) — = iOjc — 400 = 0;p+ 1,230 = 0 

op 4x 
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CAPITULO 


7 

Polinomios y 
furtciones polinomiales 


OBJETIVOS 

A1 finalizar el presente capftulo el estudiante estara en capacidad de: 

1. Graficar ecuaciones polinomiales (rectas y parabolas). 

2. Encontrar la ecuacion de una recta. 

3. Utilizar el teorema del factor y el teorema del residuo para resolver 
ecuaciones y factorizar funciones polinomiales. 

4. Realizar divisiones utilizando la division sintetica. 

5. Calcular raices racionales por medio de la division sintetica. 

7.1 Introduccidn 

Aunque en los capitulos precedentes hemos estudiado muchas formas de 
solucionar ecuaciones, en ningun caso hemos tratado ecuaciones de grado 
mayor que dos. Existen formulas (muy complicadas por cierto) para la solu- 
tion de ecuaciones de tercer y cuarto grado pero, como dijimos anteriormente, 
esta demostrado que no es factible encontrar una fdrmula para obtener las 
raices de una ecuacion de grado mayor que cuatro. En este capftulo desarro- 
llaremos metodos que nos permitiran, en algimos casos, resolver ecuaciones 
de grado mayor que dos. 

Ademas se hara tambien un estudio mas formal del concepto de polino- 
mio. En todos los casos, salvo en los que se diga lo contrario, se presupone 
que estamos trabajando en el campo de los numeros reales. 

7.2 Polinomios 

Un polinomio es una expresion de la forma P(x) = op + aj jc + <u jc 2 + . . . 
+ a n x!' , en donde 09 , a% , . . . a„ , y n es un entero no negativo. 

De acuerdo a la definicion, son polinomios: 

Pi (a:) = 6 jc 2 + lx — 2 
P 2 (jc) = 2 x + 3 
Pi (x) = 6 
P4 (jc) = 6jc+ 3JC 3 

Un polinomio como Pj (x) = 6 se denomina polinomio constante. 
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Por el contrario, las expresiones: 

3a: 2 + X T + 6 
—6 ar 2 + 4 a; + 8 

no son polinomios, ya que en la primera expresion el exponente no per- 
tenece a los enteros, y en la segunda expresion el exponente —2 es negativo. 

Sea p(x) = ao + ai x + . . . + a„x" , si p(x) = 0, entonces obtenemos 
una ecuacion polinomica, 

ao + ai x + cti x 1 + ...+ <*„*" = 0 
Segun lo anterior, 

3a: + 2=0 

5a: 2 - 7a: + 4 = 0 

6 a 4 — 3X 3 + a: = 0 

son ecuaciones polinomicas. 

7.3 Polinomios lineales (La recta) 

Una expresion de la forma p(x) = ao + ai x es un polinomio de primer gra- 
do. Graficamente, todo polinomio de primer grado representa una recta en 
el piano cartesiano. Usualmente la expresion anterior se representa por: 
y = m x + by aparece dibujada en la Figura 7.1 en donde el numero b re- 
presenta el corte con el eje Y (intersecto con y) y el numero m se denomi- 
na pendiente de la recta. _ 



Ftgura 7.1 La recta. 


Observe que la recta corta al eje X en el punto — - 
b 

x = — — es la solucion de la ecuacion mx +6=0 

m 


m 


y tambien que 
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La rai'z de la ecuacion polinomial mx +6=0 
representa el corte de la recta con el eje X. 


La pendiente de una recta indica el grado de “inclination” de la recta, y 
formalmente se define asf: 

cambio en y Ay 

m = pendiente = = 

cambio en re A x 

luego, la pendiente es la razon que existe en la recta entre Y y X. ( Vease 
Figura7.2). 



Figura 7.2 Pendiente de la recta y =mx + b. 

Es importante aclarar que el valor de la pendiente no depende de los pun- 
tos que se consideren para su calculo. 

Si Pi (*i ,yi ) y Pi (* 2 ,y 2 ) , 



A y 

yi 

-yi 

m = 

A jc 

*2 

— *1 


Ejemplos: Calcule la pendiente de la recta que pasa por (2, 2) y (3, 6) 

yi —yi 6 — 2 4 

m = = = = 4 

x 2 — Xi 3 — 2 1 

Luego la pendiente es m = 4 

En este caso, Pi (2,2)yP2 (3,6) 
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Si hubieramos considerado Pi (3,6), Pi (2,2) 
yi —y\ _ 2 — 6 _ —4 _ 
m ~ * 2 -xi ”2-3-1 

Observe que el orden en que se formen los valores de Pi y P 2 , no afec- 
ta el valor de la pendiente. 

Formas de la ecuaci6n de una recta 
a) Ecuacion punto-pendiente 
La ecuacion 


y = yo + m (x — Xo ) 


(7.2) 


en donde (a$ , yo ) es un punto por donde pasa la recta y m es la pendiente, 
nos permite encontrar facil y rapidamente la ecuacion de una recta. La ecua- 
cion anterior se denomina forma pvmto-pendiente. 

Ejemplo 1 

Calcule la ecuacion de la recta que pasa por (12, 6) y tiene pendiente 3. 

En este caso, m = 3, xo = 12, yo = 6 
entonces, y = 6 + 3 (x — 12) 

y = 6 + 3 jc — 36 
y = 3*— 30 

Ejemplo 2 

Calcule la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (—3, 4) y (7, -|). 

Observe que aunque no nos dan la pendiente, podemos calcularla y luego 
usar la ecuacion punto-pendiente para determinar la ecuacion de la recta. 

m= yz — y L por (7.1) 

x 2 — X\ 


m = 



-3-7 


m = — 


_7 

20 


7. 

2 


-10 


1. Ahora utilizando el punto (—3, 4) como el punto P(jco , yo ) entonces, 

y = y 0 + m (* — jc 0 ) por (7.2) 
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7 


y = 4 — 

— (x+ 3) 
20 

— A — 

7 21 

X — 

y — ** 

20 20 

y = — 

7 59 

- — x + 

20 20 


b) Ecuacion pendiente-interseccion 
Esta intersection es con el eje Y. 

En el ejemplo anterior y = 3x — 30, la pendiente es m = 3 y la intersec- 
cion con el eje V es b = —30. 


Ejemplo 3 

1 

Determinar la ecuacion de la recta cuya pendiente es — y su corte con el 

O 

eje Y es 6. 


y = m x + b 


(7.3) 


entonces: 


y -- T X + 6 


Ejemplos de aplicaci6n 

1. Un vendedor de perros calientes sabe que si vende cada uno a $150 ven- 
deria 180 perros, mientras que si los vende a $200 venderia tan solo 130 
perros. Asumiendo que la ecuacion de la demanda es lineal: 

a) Determine la ecuacion de la demanda. 

b) Calcule el ingreso al vender 150 perros. 


Solution 


a) Consideremos cada punto de la recta de la forma («, p) 
luego (180, 150) y Pi (130, 200), entonces 

200 - 150 _ 50 

m ~ 130 - 180 “ -50 

y 

p = 150- 1 (x- 180) 
p = 150- x+ 180 
p = -*+ 330 
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b) Como R = xp entonces: 

R = *(-* + 330) 

R = 150 (-150 + 330) 

R = 150(180) 

R = 27,000 pesos 

2. Si diariamente el precio del dolar con respecto al peso aumenta $0.38 
pesos, y hoy se cotiza a $360 pesos 

a) Encuentre la ecuacion que relaciona el precio del dolar con respec- 
to al tiempo, suponiendo que este cambio es lineal. 

b) iCual sera el precio del dolar en 10 di'as? 

Solucion: 

Consideramos cada punto de la recta de la forma ( x , y), donde x representa 
el tiempo en dias y y el precio del dolar. 

a) En este caso, 0.38 representa la variacion del dolar con respecto al tiem- 
po, esto es, la pendiente; luego m = 0.38 

Suponemos que el dia de hoy es el dia cero, luego conoceriamos el 
punto P(0.360); por tanto, 

y = 360+ 0.38 (jc — 0) 

y = 360+ 0.38* 

b) En 10 dfas el precio del dolar sera 
y = 360 + 0.38(10) 

y = 360+ 3.80 
y = 363.80 

7.4 Polinomios cuadrdticos 

Un polinomio cuadratico es una expresion de la forma 

p(*) = y = ax 2 + bx+ c , con a¥= 0. 

Graficamente, un polinomio cuadratico representa una parabola. 



Figure 7.3 La parabola. 
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Una parabola queda determinada graficamente cuando conoeemos los 
siguientes datos: 

a) Hacia donde abre 

b ) Cortes con los ejes 

c) Ubicacion del vertice 

a) Para determinar hacia donde abre la parabola basta observar el signo del 
coeficiente de x 2 . Si es pooitivo la parabola abre hacia arriba, si es nega- 
tivo abre hacia abajo ;(ue'ase Figara 7.4). 



Figure 7.4 GrSfica de una parabola. 


b ) Para determinar si la parabola corta el eje X debemos resolver la ecuacion 
ax 2 , + bx + c = 0. Si la ecuacidn tiene solucidn, la parabola corta al eje 
X justamente en los puntos x que solucionan la ecuacion. Si la ecuacion 
no tiene solution, significa que la parabola no corta al eje X\ ( v4ase Fi- 
gura 7.5). 



Figura 7.5 Situacidn de la parabola y — ax 2 + bx + c para a &0 y b 1 — 4ac $0. 
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La parabola siempre cortara al eje Y; para determinar el corte hacemos 
x= 0 enP(jt). 

c) El vertice corresponde al valor maximo o minimo de la parabola y se en- 

b 

cuentra ubicado en el punto cuya abscisa es x = .El valor correspon- 

2a 

diente ay se encuentra remplazando este valor de x en p(.x); ( vease Figu- 
ra 7.6). 



Figura 7.6 Vertice de una parabola. 


Ejemplo 4 

Grafique la ecuacion polinomica de segundo grado y = x 2 — Ax — 5. 
Como 1 > 0 entonces la parabola abre hacia arriba. 

Dado que x 2 — Ax — 5 = (x— 5) (x+ 1) = 0, 
entonces x = 5, x =-L son los cortes de las parabolas con el eje X, 


b (—4) 

La abscisa del vertice es: x — = 2, y por tanto la ordena- 

2a 2 

da es y = (2) 2 - 4(2) -5=4-8-5 = — 9 

El corte con el eje Y se encuentra haciendo x = 0; en este caso y = —5. 
Entonces la grafica de la parabola es: 



Figure 7.7 y = x 2 - 4* - 5 





POLINOMIOS Y FUNCIONES POLINOMIALES 143 


7.5 Teoremas sob re ecuaciones polindmicas 


En el Capitulo 7, al resolver la ecuacion x 2 + * + 1 = 0 dijimos que esta no 
tenia solucion; efectivamente, la ecuacion si tiene solucion pero esta no per- 
tenece a los numeros reales. 


Observe que x - 



solucion de p(ac) 


x 2 + x + 1 = 0, ya que 


(sFflJ *(^F !)•■- 



Realmente todas las ecuaciones tienen solucion, solo que en algunos casos 
esta no es real. El siguiente teorema garantiza este hecho. 


El teorema fundamental del algebra: 

Si p(x) es un polinomio, entonces la ecuacion 
p(x) = 0 tiene por lo menos una raiz, bien sea 
real o compleja 18 


El teorema anterior nos habla de la existencia de las raices de una ecua- 
cion polinomica, pero no nos dice la forma de hallar dichas raices. Los si- 
guientes teoremas muestran algunos procedimientos que nos permiten calcu- 
lar {cuando sea posible) las raices de una ecuacion polinomica p(x) = 0 


Teorema: Algoritmo de la division. 

Si p(x) es un polinomio de grado n > 1, y s(jc) 
es un polinomio de grado m, m < n, entonces 
existen polinomios Q(jc) y R(x) tales que 
P(jc) = S(x) • Q(x) + R(x). 


(7.5) 


Los polinomios Q(jc) y R(x), el cociente y el residuo respectivamente de 
dividir P(x) entre S(x) se pueden obtener realizando simplemente el cociente. 

El grado de Q(x) es n — m. 


18 Omitimos la demostracion de este teorema, por ser de alta dificultad. 





144 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS 


Ejemplo 5 

Calcule Q(ac) y R(x) si 

P(x) = 2a? - 3a? + 12a? - 21 x + 16 y S (x) = x - 2 

2a? — 3X 3 + 12x 2 — 27x+ 16 

-2a? + 4a? 

a? + 12a? —27x+ 16 
-x 3 + 2a? 

14a? — 27ac + 16 
—14a? + 28ac 

ac + 16 
-x+ 2 
18 



En este caso: 


Q(*)= 2X 3 + x 2 + 14x+ 1 
R(x)= 18 


Observe que el grado de Q(x) (=3) es el grado de P(x) (=4) — grado de 

S(*)(=l). 

Un caso especial del teorema anterior se da cuando R(x) = 0; en este 
caso P(x) = S(x) Q(x), donde decimos que P(x) estii factorizando, S(jc) y 
Q(x) son los factores de P{x). 


Ejemplo 6 

Sea P(x) = 12a? + 33a? — 2a: + 21 y S(x) = x+ 3, entonces 
12 a? + 33a? - 2ac + 21 

-12 a? — 36a? 

0 —3a? — 2ac+ 21 
+ 3a? + 9ae 
0 7ac+ 21 
-7a:- 21 
0 0 

Luego P(x) = Q(x) • S(x) 

12x 3 + 33a? -2at+ 21 = (12a? -3ac+ 7)(ae+ 3) 

Por lo que (12a? — 3a: + 7) y (a:+ 3) son factores de 12a? + 33a? — 2ac+ 21. 

Podemos concluir que si R(x) = 0, entonces P(x) se puede factorizar co- 
mo S(ac) • Q(ac) o, lo que es lo mismo, la division de P(ac) entre S(ac) es exacta. 
Es por tanto util conocer el residuo de la division de P(ac) entre S(x). El si- 
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guiente teorema brinda una manera rapida de conocer el residuo de P(x) 
entre S(x) para cuando S(a) = x — a. 


Teorema del residuo: Si P(q) es un polinomio 
de grado n> 1, entonces el residuo i?(a) al di- 
vidir P(a) entre (a — a) es R{x) = P(a). 


(7.6) 


Ejemplo 7 

Calcule el residuo al dividir P x) = 3a 2 + 5a — 28 entre S(a) = x — 3 
R(x) = P(3) = 3(3) 2 + 5(3) - 28 = 14, 
luego el residuo es R(x) = 14 


Ejemplo 8 

Factorice P(x) = 3a 3 — a 2 + 20a + 288 de la forma P(x) =* (a + 4) • Q(a) 
Solucion 

Como P(— 4)= 3(— 4) 3 — (—4) 2 + 20 (—4)+ 288 
= 0 

entonces la division es exacta. 

Veamos: 

3a 3 — x 2 + 20a + 288 q+ 4 

-3a 3 - 12a 2 3a 2 - 13a + 72 

-13a 2 + 20a + 288 
13a 2 + 52a 
72a + 288 


-72a -288 
~ 0 

luego 

3a 3 - a 2 + 20a + 288 = (a+ 4) (3a 2 — 13a + 72). 

El siguiente teorema nos permite encontrar raices de ecuaciones polino- 
micas, si conocemos factores del polinomio, o factorizar si conocemos las 
raices. 

Teorema del factor 


Si P(a) es un polinomio de grado n > 1, y si 
a — a es un factor de P(a), entonces a, es una 
rafz de P(a). Ademas, si a es una rai'z de P(a), 
(a — a) es un factor de P(a). 
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Ejemplo 9 

Como (jc — 3) (jc — 2) = x 2 — 5* + 6, entonces x = 3 y x = 2 son rafces del 
polinomio P(x) = a 2 — 5a + 6. 

Ejemplo 10 

Factorice P(x) si x = 2, x = 5 y x = — 3 son las rafces de P(x) = 0 
Por el teorema del factor, luego 
P(*) = (jc — 2) (jc— 5) (jc+ 3) 


Ejemplo 11 

Halle las rafces de P(x) = 0, si 
P(x) = x(2x — 5) (3 — 5a) 

Para poder utilizar el teorema cada factor debe expresarse de la forma a — a, 
por lo que 


x = x— 0 


2a — 5 = 2 ^a— 

R) 


3 - 5x = -5 


luego P(x) = — 10(* — 0) (*~ t) 


Por tanto, las rafces de P(x) son x= 0, x = — , x 


3 

5 


7.6 Division sintOtica 

La division sintetica es un procedimiento que simplifica la division de un po- 
linomio p(x) entre una expresion de la forma S{x) = x — a. Igual que en el 
proceso corriente de la division, con la division sintetica es posible obtener el 
cociente y el residuo, de tal forma que: 

P(x) = S{x) • Q(jc)+ R(x) 

El procedimiento es similar al de la division corriente con la diferencia de 
que se trabaja unicamente con los coeficientes, lo cual facilita el proceso. Los 
siguientes ejemplos muestran los pasos a seguir: 


Ejemplo 12 

Divida P(jc) = x 5 — 8x? + 14a 3 + 6a 2 — lx — 11 entre S(a) = a — 3 



POLI NOMIOS Y FUNCIONES POLiNOMI ALES 147 


El procedimiento a seguir es: 

1. Ordenar el polinomio P(x) en forma decreciente teniendo en cuenta los 
exponentes. 

2. Colocar unicamente los coeficientes con sus respectivos signos en el divi- 
dendo y el valor de a en el divisor, segun la siguiente disposicion: 


Renglon 1 
Renglon 2 

1 -8 

14 

+ 6 

-7 

-11 

3 

\ 







Relgon 3 1 


3. El primer coeficiente del rengldn 1 (1 en este caso), es siempre el primer 
numero del rengldn 3. 

4. El primer numero del rengldn 3se multiplica por el divisor y el producto 
se coloca en el rengldn 2, debajo del segundo coeficiente con el cual se 
suma algebraicamente obteniendose asf el segundo numero del tercer 
renglon. 

5. Este proceso se repite hasta obtener el ultimo numero del tercer renglon, 
asi: 


Renglon 1 
Renglon 2 

1 

-8 

14 

+ 6 

-7 

-11 

3 

3 

—15 

—3 

9 

6 ; 


Renglon 3 

1 

-5 

-1 

3 

+ 2 

- 5 



El ultimo numero del rengldn 3 en este caso — 5, es el residuo de la divi- 
sion. 

Los otros numeros del rengldn 3 corresponden a los coeficientes del co- 
ciente, cuyo grado sera uno menos que el grado de P(jc), 

Por tanto 

Q(jc) = jc 4 — 5.x 3 — x 2 + 3x+ 2 
y R(x) = —5 


Ejemplo 13 


Divida P(x) = 2x 6 + 6^ — 3JC 3 + 12JC 2 — 7*+ 8 entre S(jc) = * + 2 
En este caso: 


2 6 0 -3 12 


-7 


8 



El cero del rengldn 1 , es el coeficiente del termino jc 4 que no esta expli- 
cito en P(x); 

como x + 2 = x — (—2), —2 = a 


2 6 0 

-3 

12 

-7 

8 

-2 

| -4 -4 

8 

-10 

-4 

-22 



2 2-4 


5 


2 


11 -14 
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luego Q{x) = 2x s + 2xf — 4jc 3 + 5x 2 + 2x+ 11 
y el residuo R(x) = —14 


7.7 Raices racionales 

Sea P( jc) = (x — ^ (* _ (* + *)• ( Por el teorema del factor x = , 

x= -g- > x = — 1 son las raices de P(x). 

Solucionando el producto: 

, 7 7 3 

P{x) ~ ^ 155* 5 ^ To 

Q Q 1 

Observe que el t6rmino^g-, es el producto de-|- *-g-* 1 • 

Ahora escribimos P(x) con coeficientes enteros, (en este caso multipli- 
cando por 10). 

P(x)=^(10x 3 -lx 2 -14x+ 3) 

3 1 

Los numeros — , — y — 1, se pueden obtener como cocientes de los fac- 
2 5 


tores de a 0 entre los factores de a n , asf: 



Tenga en cuenta que <z 0 es el termino independiente y a n es el coeficien- 
te del termino con el mayor exponente. 

Las raices de P(x) pueden obtenerse de esta manera. 

Lo anterior puede generalizarse mediante el siguiente teorema: 


Teorema 

Si P(x) = ao + ai x + a 2 x 2 + . . . + a n si 1 es 
un polinomio con coeficientes enteros, y si 
p/q es una raiz racional de P(x) = 0, entonces 
p es un factor de ao y q es un factor de a„ . 


(7.8) 
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El teorema anterior no garantiza la existencia de rafces racionales. De hecho, 
no todos los polinomios tienen rafces racionales, por ejemplo, la rafz de a 2 + 
3a + 1 = 0, es 

-3 ± V5 

, que corresponde a un numero irracional. 


Por otra parte, las rafces de 20a 2 + lx — 6 = 0 son 


3 

y- — , que satisfa- 


cen las condiciones del teorema; esto es, 3 y 2 son factores de 6, y 5 y 4 son 
factores de 20. 

En los ejemplos aplicaremos el teorema para obtener las rafces racionales 
de un polinomio siempre y cuando estas exist an. 


Corolario 

Si P(x) = ao + Oia+ . . . + a n x n y a„ = 1, 
entonces las rafces racionales de P(x) = 0 soil 
enteros y dichas rafces son factores de Oo . 


Ejemplo 14 

Encuentre las rafces de P(x) = 2 a 4 + llo 3 + 11a 2 — 15a— 9. 

Hallando respectivamente los factores de 9 y 2, 

Factores de 9 = { ± 1, ± 3, ± 9} 

Factores de2 = {±1, ±2}, entonces las posibles rafces son: 

I , on 139 ) 

±1, ±3, ±9, ± -, ± -, ± _J 

Utilizaremos la division sintetica para verificar cuales de las anteriores 
son rafces de P(a). 


2 

11 

11 

-15 

-9 | 

1 


2 

13 

24 

9 j 


2 

13 

24 

9 

0 



Como el residuo es cero, entonces 

P(x) = (a- 1) (2a 3 + 13a 2 + 24a+ 9) 
y a = 1 es una de las rafces de P(x). 

Es claro que un factor de Q(a) es tambi&i un factor de P(a), por tanto 
una rafz de Q(x) es tambi4n una rafz de P(a). Utilizaremos entonces Q(x) 
para obtener otras rafces de P(x). 




150 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS 


Como Q(jc) = 2x? + 13* 2 + 24* + 9 tiene todos los coeficientes positi- 
ves, ningun numero positivo puede hacer Q(*) = 0; esto es Q(x) no tiene rai- 
ces positivas. 

Continuando con el procedimiento tenemos ahora 


2 13 24 9 

-2 -11 -13 


-1 


2 11 13 -4 


Como el residuo es —4 =£ 0, —1 no es raiz. Examinando un nuevo valor, te- 
nemos, 


2 

13 

24 

9 

-3 


-6 

-21 

-9 


2 

7 

3 

0 



Como el residuo es cero, entonces P(x) - (* — 1) (* + 3) (2x 2 + lx+ 3); 
por tanto, * = -3 es tambidn una raiz. Aunque podemos utilizar nueva- 
mente la division sintetica con el polinomio 2x 2 + 7* + 3, por ser este cua- 
dratico, usaremos la formula para encontrar las rafees, dado que este es un 
proceso mas rapido y sencillo. 

Luego 

„ _ -7± V49-4(2)(3) 


* = 


-7s/T5 


x = 
* = 


-3 


Con este ultimo calculo hemos encontrado todas las raices de P(x) que 


son: 


* = 1 

x = —3 

* = —3 
i 

x ~ ~T 

Como * = — 3 aparece dos veces, se llama raiz de multiplicidad 2. 

Por lo anterior, debemos utilizar como regia continuar el procedimiento 
de division sintetica con una misma raiz, hasta que el residuo sea diferente 
de cero. 


Ejemplo 15 

Halle las raices de P(x) = x 4 — x 3 — 6 x 2 + 4x+ 8 como a„ = 1, por el 
corolario las raices de P(x) deben ser enteros y ademds factores de 8. Por 
tanto las posibles raices son ± 1, ± 2, ± 4 y ± 8. 
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Utilizando el procedimiento de division sintetica con x = 2 tenemos: 


1 


-1 

2 


-6 

2 


4 

-8 


+ 


8 

8 


2 


1 1-4-4 


0 


Luego x = 2 es una rai'z y P(x) = (x — 2) (jc 3 + x 2 — 4* — 4). Conti- 
nuando con el procedimiento, y teniendo en cuenta lo dicho anteriormente, 
utilizaremos nuevamente a 2 como una posible rai'z. 


1 



13 2 0 

Por lo que x = 2 es nuevamente una rai'z. Como el polinomio Q(*) = x 1 
+ 3jc + 2 es cuadratico, utilizaremos la factorizacion para encontrar las otras 
raices, asi: 

x 2 + 3x + 2 = (x + 1) (x + 2) por lo que las rafces de P(x) son: 
x = 2 de multiplicidad 2 
x — — 1 
x = -2 


7.8 Resumen 

Recuerde que: 

1. Un polinomio es una expresion de la forma P{x) = ao + ai*+ a^x 2 
+ . , . + a„x n ,en donde a 0 , ai , a 2 , . - ■ a„ G R y.n G N 

2. La pendiente m de una recta es: 

A y = y _2 — y t 

A x x 2 — 

3. Las formas de la ecuacion de una recta son: 

y = y 0 + m (x — x 0 ) Punto-pendiente 
Y = mx+ b Pendiente-interseccidn 

b 

4. y = ax 2 + bx + c, es la ecuacion de una parabola, con vertice en x = — — 

b ± \/6 2 — 4oc 

y cortes en x, x — , y en y, y = c. 

2a 

5. Si P(x) es un polinomio, al dividirlo entre otro polinomio S(x), obtene- 
mos polinomios Q(x) y R(x), tal que: 

P(x) = S{x) • Q(a) + R{x), en donde Q(jc): cocientey R(x): residuo 
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6. Teorema del residuo. 

Si S(x) = x — a, P(a) es el residuo al dividir P(x) entre S(jc). 

7. Teorema del factor. 

Si P(x) = Q(x) • (a: — a) entonces x = a es raiz de P(x) = 0 

8. Si P(x) = a 0 + a l x+ a^x 3 + . . . + a„x n tiene rafces racionales— enton- 
ces P es factor de a 0 y q es factor de a„ . ® 


7.9 Ejercicios y problemas 


1. Trace la recta que pasa por el siguiente par de puntos y det ermine sus 
pendientes: 

a) (-3, -4) y (1,4) 



2. Determine la ecuacion de la recta, dadas las siguientes condiciones: 


a) Pasa por 


(H 


y m = — 2 


b) Pasa por (—2, 4) y m 


2 

5 


c) Pasa por (0, 3) y m 

d) Pasa por el origen y m 


4 

£ 

6 ~ 


3. Trace las grafieas de las siguientes funciones: 


, . 1 

a) y =* x-r — 

b) y = —2x+ 5 

c) 3* + 3y = 4 


d) 


#+ y 
6 


= —3 
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1 

e) 2x — 5y = — 

A 

f) y = 5 

4. Para las rectas que satisfacen las condiciones dadas, encuentre el corte 

con los ejes: 

a) Pasa por (3, 4) y ^ —3, ~- 

3\ 3 

c) Pasa por (3, 1) y m = 0 

d) Pasa por (9, —5) y tiene la misma pendiente de la recta 3x + y = 1 

5. Resolver los siguientes problemas: 

a) Una fdbrica de relojes produce 150 unidades a un costo total de 
$750,000 y 250 a un costo total de $1,125,000; suponiendo que la 
ecuacion de costo es lineal, encuentre cu&nto vale producir 200 relo- 
jes. 

b) A un precio de $17,500 kilo, la demanda de cierto artfculo es de 450 
kilos, mientras que a un precio de $15,000 la demanda es de 500 ki- 
los. Suponiendo que la demanda es lineal, 1) encuentre la ecuacion 
de la demanda, 2) el numero de kilos demandados a un precio de 
$19,000. 

c) Debido a un aumento en el costo de la materia prima, una fibrica at, 

vio precisada a aumentar el precio de sus artfculos de$2,250 a $2,500, 
lo que hizo disminuir las ventas de 400 a 280 artfculos. Suponiendo 
que la demanda es lineal, ^cuantos artfculos vender^ si decide fijar 
un nuevo precio de $3,000? , „ v 

d) Un fabricante puede ofirecer 200 vestidos al mes a un precio de 
$35,000 cada uno y a este precio son demandados 250 vestidos. A 
$40,000 cada vestido puede ofirecer 50 vestidos mas, pero su deman- 
da se reduce en 15 vestidos. 1) Encuentre las ecuaciones para la ofer- 
ta y la demanda suponiendo que 6stas son lineales, 2) ien qu6 punto 
la oferta y la demanda son iguales? 3) si el gobierno grava cada vesti- 
do con un impuesto de $2,500, £cual. es ahora el nuevo punto de 
equilibrio? 

6. Grafique las siguientes funciones calculando para ello puntos de corte 

con ejes, vertice y hacia donde abre la funcion. 

a) y = — x 2 

b) y = x 2 + 5 

c) 2y — x 2 + 3 = 0 
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d) (X- 3y) J + 6xy + 5y = 9y J - 1 



7. Para cada uno de los siguientes polinomios P(a) y S(x), encuentre Q(jc) y 
R(x) tal que P(x) = S(x) • Q(«) + R(x) 

a) P(x) = 2a? — x 3 + 4x 2 + 6 
S(x) = 3x* + 1 

b) P(x) = 4a? + 5a? + l 

S(x) = — x — 3 
2 

c) P(x) = 9** + 3x* + 2x 2 — 3 
S(*) = 2x* — 5 

8. Utilizando el teorema del residuo calcule R(x) al dividir P(jc) entre S(jc) 

a) P(x) = Ax* + 3s 3 + 2a? + x+ 8 
S(x) = x— 4 

b) />(*) = 3** ~x+ 1 
S(x) = x+ 1 

c) P(x) - x? — — x s + 1 

z 

S(x) — jc+ 3 

9. Compruebe mediante la division sint4tica los residuos obtenidos en el an- 
terior ejercicio. 

10. Utilizando la divisidn sintetica y el teorema 7.5, encuentre la solucidn de 
los siguientes polinomios, cuando estos tengan rafces enteras y/o raciona- 
les. 

a) 4a? -6x 7 -10*- 3 = 0 

b) 2a? + 3** -11*- 6= 0 

c) 2a? + 5x? — * — 1 = 0 

d) 2a * + * 3 + * 2 + *— 1 = 0 

e) 2a? - 3** - 3x + 2 = 0 

f) « 3 + jc 2 -8jc+6=0 
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CAPITULO 



Inecuaciones 


OBJETIVOS 

A1 terminar el presente capftulo el estudiante estara en capacidad de: 

1. Resolver inecuaciones lineales. 

2. Resolver inecuaciones de grado mayor o igual a dos. 

3. Manejar correctamente intervalos de numeros reales. 

8.1 Introduccidn 

En los dos capftulos anteriores nos ocupamos de la sohicidn de ecuaciones y 
sistemas de ecuaciones de diferente grado mediante diversos metodos, En 
este capftulo nos dedicaremos a las desigualdades y las inecuaciones, las pro- 
piedades de las desigualdades, los diversos mfitodos de solucionar y escribir 
las respuestas de las inecuaciones, y los intervalos de ntimeros reales; asimis> 
mo, se realizaran las demostraciones de una buena mayor fa de las propieda- 
des de las desigualdades. 

El estudio de las desigualdades es importante, ya que temas de cilculo 
como el analisis de graficas y otros de matematicas como la programacion 
lineal, necesitan el manejo claro y eficiente de las desigualdades e inecuacio- 
nes. 

8.2 Propiedades fundamentals 

Cuando estudiamos los numeros reales en el Capftulo 3, presentamos el sub- 
conjunto de los numeros reales positivos que cumple estas importantes pro- 
piedades: 

R9 La suma de dos numeros reales positivos es un positivo. 

RIO El producto de dos numeros reales positivos es un positivo. 

Rll (Ley de la tricotomfa). Para cualquier numero real a, es verdadera una, 
y solamente una, de las siguientes proposiciones: 

a) a es positivo 

b) —a es positivo 

c) a es cero 

La siguiente definicion nos introducird al concepto de desigualdad. Deci- 
mos que a es mayor que b, y escribiremos a > b, si a — b es positivo; 6sto es, 
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si a — b > 0. De manera similar, decimos que a es menor que b, y escribire- 
mos a < b, si a — b es negativo; esto es, a — b < 0. 

La expresion a > b significa que a > b o que a = b. 

Utilizando la definicibn anterior podemos reescribir Rll asf: 

Rll Para cada par de numeros reales a y 6 es verdadera una, y solamente 
una, de las proposiciones: 

a<b,a= b,a> b 

A continuacibn enumeraremos algunas propiedades de las desigualdades, 
que aclararemos mediante ejemplos. Dichas propiedades se enunciardn solo 
en terminos de mayor que, pero es necesario aclarar que tambibn ise cumplen 
para el caso menor que. 

1. Propiedad tramitiva 

Si a, b y c son numeros reales tales que a> by b> c, entonces a > c. 
Demostracion: 

Si a > b y 6 > c, entonces 
a — b > Oy b — c> 0, (por definicion) 
luego (a — b) + (b — c)> 0 (por R9) 
entonces a — c > 0, luego 
a > c (por definicion). 

Ejemplos: 

Como 15 > 6 y 6 > 2 entonces 15 > 2 
Como 8< 10 y 10 < 25 entonces 8 < 25 

2. Propiedad de la adicion 

Si a, b y c son numeros reales, y si a > 6,entoncesa+ c> 6 + c. 
Demostracibn: 

Si a > b, entonces 

a — b > 0 (definicion), luego a — b + (c — c) >0, 
entonces a + c — (6 + c) > 0, por lo que a + c > 6 + e. 

Ejemplos: 

Como 6 > 2, entonces 6 + 3 > 2 + 3 

9 > 5 

„ 13 1 131 

Como — < — , entonces < 

3 4 3 6 4 6 


1 

6 


< 


7 

12 
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3a. Producto por un numero positivo 

Si a, b y c son numeros reales tales que a > b y c > 0, entonces ac > be; 
6sto es, si una desigualdad se multiplica por un numero positivo el sentido 
de la desigualdad se mantiene. 

Demostracion: 

Si a > b, entonces a — b > 0 (por definicidn) 
luego como c > 0, entonces (a — b) c > 0 (por RIO) 
luego ac — be > 0 y ac > be (por definition) 

3 b Producto por un numero negativo 

Si o, 6 y c son numeros reales tales que a > b y c < 0, entonces ac < be; 
6sto es, si una desigualdad se multiplica por un numero negativo, el senti- 
do de la desigualdad cambia. 

La demostracion es similar a la del caso anterior. 

Ejemplos: 

Como 18 > 10, entonces 
18 X 4 > 10 X 4 
72 > 40 

Como —3 < 1, entonces 
-3 (-2) > 1 (-2) 

6 > -2 

4. Si o, b y c son numeros reales tales que 

a) a > b y c > 0, entonces 

o b 
c c 

Esto significa que si una desigualdad se divide por un ntimero positivo, el 
sentido de la desigualdad se mantiene. m 

b) a > b y c < 0, entonces 

A < JL 

c c 

En general si una desigualdad se divide por un numero negativo, el sentido 
de la desigualdad cambia. 

Ejemplos: 

Como 6 > 4 y 2 > 0, entonces 
6 4 

2 > 2 

3 > 2 


Como — 1 > — 3 y — 4 < 0, entonces 
1 3 
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5. Si a, b, c y d son numeros reales tales que a > b y c > d, entonces, 
a + c> b + d. 


Ejemplos: 

Como 3 > 0 y 5 > — 1, entonces 
3+ 5> 0-1 
8 > -1 

Como —4 < — 2 y 6 < 10, entonces 
-4 + 6 < -2 + 10 
2 < 8 


6. Si a y b son numeros reales, a > b si, y solamente si, —a < —b. 
Demostracion: 


a > b, si y solamente si, a — b > 0 
si, y solamente si, (a — fe) (—1) < 0 
si, y solamente si, — a + b < 0 
si, y solamente si, —a < —b 
Ejemplos: 

Como 5 > 3, entonces —5 < —3 

Observe que en el ejemplo anterior es como si hubi4ramos multiplicado 
ambos lados de la desigualdad por — 1 (v£aae Propiedad 3b). 

7. Si a es un numero real, a ^ 0, entonces a 2 > 0. 

Ejemplo 1 

Como VSV 0, entonces ( V^T) 2 > 0 

2 >0 


Como =# 0, entonces 

2 



> 0 



Observe que 0 2 = 0 

8. Si a es un numero real, a > 0, entonces — > 0. 

a 


Ejemplo 2 

Como 4 > 0, entonces-^- > 0; como — — < 0, entonces — 3 < 0 

4 3 
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9. Si a y 6 son numeros reales, entonces a • 6 > 0 si, y solamente si, 
(c > 0 y b > 0) o (a < 0 y 6 < 0). 

Ejemplo 3 

Como 3 > 0 y 8 > 0, entonces 3 • 8 > 0 

Como — 9 < 0 y —10 < 0, entonces (—9) (—10) > 0 

10. Si o y b son numeros reales, entonces a • b < 0 si, y solamente si, (a > 0 
y 6 < 0) o (o < 0 y 6 > 0). 

Ejemplo 4 

Como 7 > 0 y —12 < 0, entonces 7 (—12) < 0 
Como — 2 < 0 y 15 > 0, entonces (—2) 15 < 0 

11. Siay b son numeros reales y a ¥= 6, entonces a 3 + b 2 > 2 ab. 

Demostracion: e ? v s: 

Como a # 6, entonces a — b ¥= 0; luego, por la Propiedad 7, (a — b) 2 > 0, 
por lo que a 2 — 2 ab + b 2 > 0 y a 2 + b 2 > 2a&. 

El resultado neto de estos teoremas es que las desigualdades se compor- 
tan casi siempre como las igualdades. Podemos sumar los miembros corres- 
pondientes de dos desigualdades del mismo sentido y obtendremos una de- 
sigualdad verdadera. Podemos sumar (o restar) cantidades iguales a (o de) 
ambos miembros de una desigualdad. Podemos multiplicar o dividir ambos 
miembros de una desigualdad por un numero positivo. La unica diferencia 
en el comportamiento de las desigualdades, con respecto a las igualdades, 
es que cuando se multiplican o dividen por un numero negativo, tenemos 
que cambiar el sentido de la desigualdad. 

8.3 I ntervalos de ndmeros reales 

En muchas situaciones practicas nos encontramos con desigualdades como 
las siguientes: 

3«+5<« — 7 6 2X 2 — 4jc+9<0 

A estas desigualdades las llamamos inecuaciones. En estos casos quere- 
mos “resolver” las inecuaciones; es decir, queremos encontrar los valores 
de x que satisfagan las desigualdades. Dados los conjuntos [x/Sx + 5 < x—1 } 
y | X/2X 2 — 4x + 9 < 0} , queremos definirlos en una forma m&s sencilla 
de manera que, de una sola vez, se pueda saber (miles son los elementos que 
f orman cada conjunto. Estos conjuntos han de ser subconjuntos de los nu- 
meros reales y generalmente consistiran en intervalos o en uniones de inter- 
valos. 

Un intervalo es un conjunto de numeros reales. A continuacidn detalla- 
remos los diferentes intervalos con los que se trabaja usualmente en mate- 
miticas. 
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Intervalo abierto 

Si c y b son dos numeros reales con a < b, entonces el conjunto de todos 
los numeros reales mayores que a y menores que b representan el intervalo 
abierto de a a & que denotaremos por (a, &) 19 , luego 

(a, b) = { x G R / a < x < b } 

Grdficamente, al intervalo (a,b) lo represen tarem o s asf: 



Flyura 8.1 Intervalo abierto. 


Intervalo cerrado 

Si a y b son dos ntimeros reales, con a < &, definimos el intervalo cerrado de 
a a & como el conjunto de nfimeros reales mayores o iguales que a y menores 
o iguales que b. 

El intervalo cerrado lo denotaremos asf: [o, 6], por tanto 
[a, 6] = \x e R / a < x < 6} 

Grdficamente, [a, 6] 



Figure 8.2 Intervalo cerrado. 


Intervalo semiabierto 

De manera similar, [a, b) se define asf: 

[o, 6)= |*€U/o<x<6) 

Grdficamente, [a, b) 



Figure 8.3 Intervalo abierto a la izquierda. 


Igualmente, (a, 6] = {*e R / a < x< 6). 
Graficamente, 



Figure 8.4 Intervalo abierto a la derecha. ' 


59 En algunos textoa suele escribirse (a, &) como ]o, &[ . 
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En todos los casos anteriores, los numeros reales o y b se denominan ex- 
tremos del intervalo. 

Intervalo8 infinites 

Utilizando la notation « para representar infinito, entonces 

(a, <x) ( * e R / x> a\ 

Graficamente (a, a ) 20 

o— - — ■ > 

a ; _ , 

Figura 8.5 Intervalo infinito a la derecha, abierto en a. 

[a, «) = {xeR I x> a) 

Gr&ficamente, 


Figura 8.6 Intervalo infinito a la derecha, cerrado en a. 

(— a, 6) = j* e R / X < b } 

Graficamente, 

« o . 

- • b ' . . 

Figura 8.7 Intervalo infinito a la izquierda, abierto enb. 

(— «, 6] = {■* G R / x < &} 

Graficamente, 

* — • 

b 

Figura 8.8 Intervalo infinito a la izquierda, cerrado en b. f v 

Nota: (—«,«) = ft y (a, o) = 0. 

Como los intervalos son, como se dijo inicialmente, conjuntos de numeros 
reales, las operaciones de intervalos son operaciones de conjuntos: uni6n, in- 
tersection, complemento, etc. 

Ejemplos: 

a) Halle [4, 8) n [6, 11). 


20 En ningtin caso el extremo donde se coloca « 6 — « se debe cerrar. 
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La solucion puede obtenerse facilmente en forma grafica. 



mm 


mu 


| 


Se han representado sobre un mismo grafico los dos intervalos con “tra- 
zos” diferentes. Es claro que la interseccidn es el intervalo conformado por 
lfneas de ambos trazos, luego 

[4, 8) n [6, 11) = [6, 8) 
b) Halle [ - j, 5)U {[4, 6] n [3, 8)> 

Resolveremos primero la operaci6n indicada en las “llaves” [4, 6] n [3, 8) 



luego [4, 6] n [3, 8) = [3, 6] 
entonces 

[~f >5]U [3,6] 

-* — I 1 — -+■ 

_2 3 B 6 8 

2 


La uni6n de estos intervalos corresponde toda a la regi6n sombreada. 

En las siguientes secciones realizaremos mfis ejemplos que nos permi- 
tirdn manejar con facilidad los intervalos. 

8.4 Inecuaciones lineales 

Son inecuaciones lineales todas aquellas de la forma ax + b> cx+ d 

ax < b 
ax> bx+ c, 

y en general todas las desigualdades donde la variable es lineal. 

Para resolverlas utilizamos las propiedades estudiadas anteriormente 
y procedemos como en los siguientes ejemplos: 

Ejemplo 5 

Resuelva 3 jc+ 5 < x — 7. 

Sumando —x en ambos miembros, obtenemos: 

3jc+ 5 + (-a) < x - 7 + ( — jc) 

2x + 5 < —7, sumando ahora (—5) en ambos miembros, obtenemos 2x< —12. 

Por la Propiedad 8a, podemos dividir ambos miembros entre 2 y concluir 
que x < —6. 
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Como se procedio en el Capftulo 6, las propiedades de las desigualdades 
brindan la posibilidad de mecanizar el procedimiento de solucidn. En el 
ejemplo anterior podrxamos proceder asf: 

3jc+ 5< x— 7 
3x — x + 5 < — 7 
2x+ 5 < —7 
2x < -5 -7 

2x < —12, (como 2 > 0) 

12 


x < — 6 

La solucidn en forma de intervalo serd ( — a, —6). Grdficamente, 



Ejemplo 6 

Resuelva x + 8 > 5* — 12 
Procediendo como en el ejemplo anterior, 

x — 5x> —12 —8 

—4* > —20, (como — 4 < 0, entonces 
-20 

x < — (cambia el sentido de la desigualdad) 
— 4 

x< 5 

La respuesta en forma de intervalo serd ( — «, 5] . 

Grdficamente, 



Ejemplo 7 



Resuelva 

„ 3jc+ 5 , 

-6 < — - — < 4 
2 


En este caso, la anterior desigualdad se puede representar por las siguien- 
tes desigualdades: 


3ar+ 5 „ 

-6 < — - — y 

2 

3*+ 5 , , 

<4, luego 

A 


-12 < 3jc+ 5 y 

3* + 5 < 8 








3jc< 8-5 
3#< 3 

jc< 1 

x< 1 

17 

En forma de intervalo, la solucidn correspondent a(~ — )n (— oc ( 1] ) 


luego 



Concluimos que el m4todo para resolver inecuaciones es muy semejante 
al empleado para resolver ecuaciones. Mediante las operaciones justificadas 
en la seccidn sobre Propiedades Fundam entales de este capftulo, conyerti- 
mos la inecuacion dada en una sene de inecuaciones equivalentes hasta ob- 
tener la respuesta en la ultima. v “ 

Como una variacion de este tipo de problema, consideremos las inecua- 
ciones lineales que comprenden valores absolutos. 

8.5 Inecuaciones con valor absoluto 

Inecuaciones de la forma \ x \ > a 

Consideremos el caso particular | x \ > 1. Esta desigualdad significa, geom4- 
tricamente, que x esta a mas de una unidad del origen a la derecha o a la iz- 
quierda, como aparece en la Figura 8.9. 


iHMMMMMMM t 1 CiM MMMHMmtUM 

-1 a 1 

Figura 8.9 | x | > 1 . 

Esto es, | * | > 1 implica que x > 1 o x < —1. 

En general, 
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— 12 — 5 < 3x y 
—17 <3* y 

17 

~3 <X y 

17 

* >~ 7 y 


I x | > a implica x> a 6 x<—a 


( 8 . 1 ) 


Ejemplos: 
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Resuelva: & 

1. I * + 5 | > 3 (por 8.1), 

| * + 5 | > 3 implica que * + 5 > 3 6 x + 5 < —3 

luego *>—2 6 x<— 8. 

Entonces, el conjunto solucion es (— « , —8) U (—2, <*). 
Graficamente, 

mmmmmmKt 1 1 o mmmmmmmmmk 

-8 -2 


2 . 


x — 2 


3 

x — 2 


>— (por 8.1) 

. 1 ... x—2 1 , 

>— implica que — - — > — o 
2 3 2 


luego 2x — 4 > 3 6 2x — 4 < — 3 


x — 2 

3 


Asf, * > 


x< 



1 7 

Entonces, el conjunto soluci6n es ] u [-,«)• 

2 2 

Graficamente, 


mmmmmfmmm 

jl 

2 


7 -T; . 


3. | *+ 4 | > — 6 (por 8.1) 

| * + 4 | > —6 implica que * + 4 > —6 6 * + 4 < 6 

luego * > —10 6 * < 2. El conjunto solucion es (— “ , 2) (—10, <*) = ft. 

Graficamente, 


-10 2 

Observe que para el caso en que a sea un numero negativo, la solucibn co 
rresponde a todos los reales. 


Inecuaciones de la forma \ x \ < a 

Consideremos el caso particular | * | < 1. En forma similar al caso anterior, 
esta desigualdad signifies, geometricamente, que * esta a menos de una uni- 
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dad del origen, bien sea a la derecha o a la izquierda, tal como aparece en la 
Figura 8.10. 


-g m wmmmmmtm o 
-i o 1 


Figura 8.10 |x |<1. 

Es decir, | x | < 1 implica que x > — 1 y x < 1 o lo que es lo mismo, 
- 1 <*< 1 . 

En general, 


I •* I < a implica que -a<x< a 


( 8 . 2 ) 


Ejemplos 

Resuelva 

1. | 2x+ 7 | <4 

Por 8.2, 1 2x + 7 | < 4 implica que —4 < 2x + 7 < 4 

luego — 11 < 2x < —3; asf,— — <x< — — 

2 2 

El conjunto solucion es 
Graficamente, 



11 _1 
2 2 


2. | -f- — 17 | < 6 

Z 

Por 8.2 

x x 

I — 17| < 6 implica que — 6 < 17 < 6 

2 2 

luego — 6 + 17 < j < 6 + 17; asf, 

X 

II < ~ < 23 de donde 22 < * < 46. El intervalo solucidn es {22, 46] 
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Gr&ficamente, 

22 46 


Los siguientes ejemplos muestran algunas situaciones de mayor dificul- 
tad que pueden presentarse con inecuaciones. 

Ejemplo 8 
Resuelva 

I I 3 — * | — 12 | < 6 

entonces — 6 <13 — * I — 12 <6, luego 

— 6 <|3 — jc | — 12 y | 3 — * | — 12 < 6 
6<13 — jc|y|3 — 18 

(3 - *>6 6 3 — * < —6) y -18 < 3 - * < 18 
(— 3>*6 9<*) y —21 <—*<15 
(* < — 3 6 * > 9) y (*< 21y *> -15 
(*< —3 6 *> 9) y (—15 < * < 21) 

Graficamente, 

HHHtHA wmm VHH HHHWHH *— ■ — 1 

-3 9 -15 21 

wmmmtm m — 

-16 -3 9 21 

Luego la solution es (—15, —3) U (9, 21) 

Ejemplo 9 
Resuelva 

| *+ 1 |< | *— 3 | 
sea | * — 3 | = a, luego 

| * + 1 I < a, entonces 
-a < * + 1 < a, por lo que 

— | * — 3 | < *+ 1 < I *— 3 | , 

— | *— 3|<*+1 y *+l<|*— 3| 

| * — 3|> — (*+ 1) y | *— 3 | > *+ 1 
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( x — 3 > — (x + 1 ) (x—3>x+l 

6 y I 6 

x— 3 <(x+l) l*— 3 < — (x + 1 ) 

2x> 2 (— 3 > 1 

y I ■ 

, 3<1 l2x«2 

Observemos que —3 < 1 es una desigualdad verdadera, lo cual signifies 
que esta situation se cumple para todos los reales R, y que — 3 > 1 es una de- 
sigualdad falsa, lo cual significa que no se cumple para ningun real; por eso la 


solucion parcial es <t>. 


[ X >1 


' 0 

6 

y 

6 

* IR 


■ X <1 

R Ux> 1 

n 

<j> Ux< 1 

R 

n 

x< 1 


En forma de intervalo, 

8.6 Inecuaciones de grado mayor o igual a dos 

Consideremos la siguiente inecuacion: (x — 2) (x+ 5) > 0 . 

Para solucionarla existen varios metodos que explicaremos a continuation : 

a) Mitodo analitico . v 

Utilizando la Propiedad 9, obtenemos: 

(x— 2)(x+ 5) > 0 si, y solamente si, 

( x — 2>0 y x + 6 > 0 - 

x-2<0 y x+ 5 < 0 

dedonde: 

> 2 y x > — 5 

6 

x< 2 y x< — 5 

y por consiguiente 

[ (2, « ) n (-5, cc ) ] u [ (-a, 2) n (— 6) ] 

de donde obtenemos la siguiente solucion. (V4ase grdfico). 

(2,oc )U (-«-5)= 5)U (2,« j. 
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b) Metodo grafico 

Utilizando este metodo obtenemos aquellos valorea en donde cada uno de 
los factores que conform an la inecuacion es igual a cero. En la inecuacidn 
que nos ocupa, 

x — 2 = 0, entonces x = 2 
x+ 5 = 0, entonces x = —5 
y utilizamos la siguiente disposition: 


-5 2 


x + 5 




*-2 




(x+ 5) (x - 2) 





en donde cada casilla debe llevar un signo (+ o — ), de acuerdo con Iob valo- 
res que toma cada factor en los respectivoB intervalps. 

Como x + 5 toma valores positivos siempre que x sea mayor que — 5 y 
toma valores negativos cuando x sea menor que —5, entonces 


-5 2 


x+ 5 

— 


+ 






De manera similar completamos la tabla para el factor x — 2, asf: ; 



Realizando el producto de los signos en cada casilla obtenemos: 
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— 5 


2 



— 

+ 

+ 

mam 

— 

— 

+ 

(x+ 5)(x-2) 

+ 

— 

4 - 


Luego la solucion es: (— <x, —5) U (2, ) 

c) Mitodo por intervalos 

Observe que en la tiltima tabla del ejemplo anterior: 

1. Los signos en la solucibn van intercalados. 

2. El signo en cada intervalo (casilla) es el mismo; esto es, .*+ 5 es siempre 
negativo entre — « y —5, es siempre positivo entre — 5 y 2 y es siempre 
positivo entre 2 y <* . 

Estas dos caracteristicas se cumplen en cualquier inecuacidn, lo que nos 
permite obtener la solucion de manera mas corta y sencilla. En este caso uti- 
lizamos la siguiente disposition: 

—5 2 

(*-2)(*+5) | I T” 


Para obtener el signo correspondiente a cada casilla, se toma arbitraria- 
mente cualquier valor en cualquier intervalo (casilla) y se remplaza en la ine- 
cuacidn. El signo obtenido se escribe en el intervalo escogido y a partir de 
dste, se intercalan los signos. 

Tomemos por ejemplo en el intervalo (—5, 2), el valor 0; al remplazar en 
(a —2) (* + 5) obtenemos —10. Esto quiere decir que todo este intervalo es 
negativo, luego el intervalo (— «, —5) es positivo y el intervalo (2, « ) tarn - 
bien es positivo. Grdficamente, 


(* ~ 2) (* + 5) 



Como queremos solucionar (x - 2) (*+ 5) > 0, entonces la solucidn es 
el intervalo (unidn de intervalos) en el que el signo es positivo; luego el con- 
junto solucidn es (— a, —5) U (2, a ). 


Ejemplos 

Resuelva 












I N ECU AOfOttBS WS 


entonces 



0 

II 

CO 

1 

H 

si 

* = 6 

2x+ 3=0 

si 

x = — 

x — = 0 

2 

si 

1 

X = — 
2 

luego 





3 ^ _ 1 _ 6 
2 2 


A1 remplazar en la inecuacion x por cero obtenemos (—6) (3) (— — ) = +9 

A 

Esto significa que: 



2 . 


Por tanto la solution es(— — — ] u [ — , 6] . 
(jc — 2) (1 — a:) 

(2x+ 5) 


Como las leyes de los signos son iguales para el producto que para el co- 
ciente, el mtiodo para resolver desigualdades que involucren cocientes es 
exactamente igual al m6todo para resolver desigualdades con productos, sal- 
vo que se debe tener cuidado de excluir de la respuesta los valores que hagan 
el denominador cero. 


Entonces 

x — 2=0, si x = 2 

1 — x - 0, si x = 1 

5 

2x + 5 = 0, si x = — — 

Luego, al remplazar x por cero, obtenemos 
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Por tanto la solution es: y - «, — — ) U [1, 2]. Observe que hemos excluido 
5 

de la solution — — , dado que este valor hace cero al denominador. 


3. (*-10) (* + 3) 3 (x-2) 7 > 0 

Reescribiendo la inecuacion obtenemos (* — 10) (* + 3) (* + 3) 2 

(*— 2) 2 > 0 

para *#2, * — 2^=0 porloque(* — 2) 2 > 0; de manera similar para * ¥= —3, 
x + 3 # 0 por lo que (* + 3) 2 > 0, entonces 


(* - 10) (* + 3) (* + 3) 2 (x - 2)* 
(*+ 3) 2 (* — 2) 2 


luego (x — 10) (*+ 3) > 0, cuya solution es {— «, —3] O [ + 10, « )V { 2 } . 
Observe que se ha incluido 2 en la solution ya que para * = 2; (* — 2) 2 > 0. 


8.7 Resumen 

Recuerde que: 

1. Las desigualdades satisfacen las siguientes propiedades: 

a) Si a > b y b > c, entonces a> c 

b) Si a > b, entonces a + c> b + c,Vc 

c) Si a > b y c > 0, entonces a « c > 6 » c 

d) Si a > b y c < 0, entonces a • c < b • c 

e) Si a > b y c > 0, entonces a/c > b/c 

f) Si a > b y c < 0, entonces a/c < b/c 

g) Si a > b y c > d, entonces a + c> b + d 

h) a • b > 0 si, y solamente si, (a >6 yb>0)6(a<0yb<0 ) 

i) a » 6 < 0 si, y solamente si, (a < 0 y b > 0) 6 (a > 0 y b < 0) 

j) Si a # 0, entonces a 2 > 0. 

2. Definimos los siguientes intervalos: 

a) (a, 6) = |*/o<*<6) 

b) [a, &] = (*/a<*<6| 

c) (a, 6] = { x/a < x < 6 } 

d) [a, 6) = { x/a < * < b } 
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e) (a, a) = [x/x> a) 

f) (— <x, b) = {*/«<&} 

g) (-“,«) = R 

h) (a, a) = 0 

3. a) | * I < a, entonces —a<x<a 
b) | x | > a, entonces x> a 6 x<—a 


8.8 Ejercicios y problems; 

Resuelva las siguiente inecuaciones: 

1. a) —2x — 6 > 0 

b) 3* + 5> *+ 7 

c) | x+ 1 1 < 4 

d) | 2x+ 4 | > 9 

e) | jc-3 | < 0 • 1 

3 

f) — x+ 2> x+ S(x — 9) 

2 

g) | —3* + 6| < 9 

h) — 9 < *+ 9 < 7 

i) -2+ x<3x+ 5< \ (* + 18) 

6 

j) | 4* — 13 | < 5 

2. a) (x+^ )(x-8)> 0 

o 


b) ** — 5* + 6 < 0 

c) x 2 + 5* — 1 > 5 

(*+ 3)(*-6)(* + 2) ^ 
’ (jc — 1) (*+ 9) 
e) (*-2) 3 * * (* + 5) 6 (x+ 3) < 0 

(*+|) (2x+ 3) 

' x(c + 4) (3x +■ 5) 



i) 3JC 3 -4X 2 -ia*-6>0 
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3. a) |3 + I x+ 2 | | < 5 

b) I 2 - | x+ 3 | | > 8 

c) | x— 2 | < | x+ 6 | 

d) | 2x + 5 | > | 3jc — 8 | 

e) I x+ 2 | + | 2x+ 1 | < 15 
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CAPITULO 



Matrices 


OBJETIVOS 

l 

A1 term in ar el presente capitulo el estudiante estara en capacidad de: 

1. Aplicar correctamente las propiedades del algebra de matrices (suma y 
producto) en la solucidn de problemas. 

2. Identificar correctamente los diferentes tipos de matrices. 

3. Hallar el valor de un menor y el cofactor de una matriz. 

4. Aplicar el mdtodo de Gauss-Jordan en la solution de un sistema de ecua- 
ciones lineales. 

9.1 Introduccidn 

El termino matriz fue utilizado por primera vez por los matem&ticos ingle- 
ses Arthur Cayley (1821 - 1895) y James Sylvester (1814 - 1897) en el ano 
de 1850, para distinguir las matrices de los determinantes. Cayley y Sylvester 
convirtieron las matrices en importantes instrumentos en la solucidn de pro- 
blemas de las ciencias econdmico-administrativas. 

En este capitulo trabajaremos con matrices, sus propiedades y operacio- 
nes, haciendo enfasis en las “operaciones elementales” para facilitar el estu- 
dio del metodo de reduction de Gauss-Jordan. 

9.2 Concepto de matriz 

Podemos decir que una matriz es un arreglo rectangular de numeros dispues- 
tos en filas y columnas. Consideremos los siguientes casos: 

a) La tabla de posiciones en un tomeo de futbol. 



PJ 

PG 

PP 

PE 

Puntos 

Equipo A 

3 

3 

0 

0 

6 

Equipo B 

3 

2 

1 

0 

4 

Equipo C 

3 

1 

2 

0 

2 


175 
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Elarreglo 

[ 3 3 0 0 6“J 

3 2 10 4 

3 1 2 0 2j 

asi dispuesto, es una matriz. 

b) El estado financiero dc la cuenta del senor Perez durante 3 dias es: 



RETIROS 

CONSIGNACIONES 

SALDO 

Dial 

80,000 

0 

220.000 

Dfa 2 

100,000 

140,000 

260,000 

Dia 3 

0 

40,000 

300,000 


El arreglo 


80,000 0 

100,000 140,000 

0 40,000 

asi dispuesto, es tambien una matriz. 


220,000 

260,000 

300,000. 


X n es un arreglo rectangular de n6- 


Definicion: Una matriz A de tamano m 
meros, distribuidos en m filas y n columnas colocados entre parentesis, asi: 


«11 

°12 

a 13 

* * ‘ a \j 

O 

Hi 
2 . 


a 2 i 

°22 

a 23 

• ■ * a 2 i 

• • * 


0,1 

a i2 

0/3 

... dij 

.... 


a m 1 

a m 2 

a m 3 

• • • &mf 

• • • ^mn 

m X n 


El elemento a,y esta localizado en la interseccion de la i-esima fila y la 
j-esima columna; m X n representa el tamano (orden) de la matriz. 















Ejemplos 
Sea la matriz B 
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" -1 8 4 

B = 3 5 0 

2 -3 1 

El elemento —3 est& localizado en la fila 3, columna 2, por tanto —3 = a 32 
El elemento 0 esta localizado en la fila 2, columna 3, por tanto 0 = a 23 
El tamano de la matriz es 3 X 3 

Esto significa que en la matriz B existen 3 filas y 3 columnas. 

9.3 Operaciones con matrices 
Suma de matrices 

Si A y B son dos matrices de tamano mX n tal que A = (ay) y B = (6;/), en- 
tonces la suma de A y B es la matriz A + B = ( a t j + by), 

a ll ^11 a \2 ^ 12 • • • ®1 n ■*" 

A + B= (ay + By) = a 21 + b 21 a 22 + b 22 . . . a 2n + b 2n 

_®mi b m i a m 2 + b m2 . . . a mn + b mn 


Ejemplos 



7T + k -VJ+ 1 0 




E+ F 


9 


1 -1 


2X3 
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Observe que en los anteriores ejemplos se sumaron matrices de igual or- 
den. La suma entre matrices de orden diferente no se puede realizar. 

Propiedade8 de la suma de matrices 

Sin entrar a demostrar ninguna, la suma de matrices cumple las siguientes 
propiedades: 

1. Propiedad conmutativa: Si A y B son matrices de tamano mX n, entonces 

A+ B=B+ A 

2. Propiedad asociativa: Si A, B, C son matrices de tamano mX n, entonces 

(A + B) + C = A + (B + C) 

3. Existencia del idtntico: Existe una matriz E de tamano mX n, tal que 
para toda matriz A de tamano mX n se cumple que 

A + E = E + A - A 

La matriz E se denomina matriz nula y es aquella en la que todos sus 
elementos son iguales a cero. Los siguientes ejemplos ilustran cada una de 
las propiedades anteriores. 

Sean 



Luego se cumple que A + B = B + A. 

2. [-4+0 5+8] [3 JL“ 

(A + B) + C + 2 

-2+3 1-lJ LO -10 



"-4 5l 0 + 3 8+1 

A + (B + C) = + 2 

2 1J |_3+0 -1-10 



MATRICES 179 




[~o 17 1 


"-1 — 

—4 5 


3 — 





2 


2 


+ 


= 


_-2 1_ 


_3 -11 _ 


1 -10 _ 


3. Identica para la matriz M 



Producto por un escalar 

Si A es una matriz de tamano mX n, tal que A = (a iy ) y ft es un numero real, 
entonces: 


Ejemplo 1 
Sea 

entonces 



if A = 

(* <*// ) 


“ ft <*n 

ftflu 

fea 13 

• • • 

ka 21 

feo 22 

ft<*23 

... ka 2 n 

ka m i 

ft<Z m 2 

ka m 3 

• • * k&mn 


0 

4 

1 “ 

2 


3 

-10 

5 

y sea ft = 

-1 

1 

-1 _ 


2(0) 

2(4) 

■( 4 )" 

2(3) 

2(-10) 

2(5) 

2(— 1) 

2(1) 

2(— 1) _ 


kB = 2B = 
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25 = 





Si a una matriz A de tamano mX n, tal que A = (c,y ) la multiplicamos por 
— 1, obtenemos la matriz —A = (— o j; ). 


Ejemplo 2 


Si 




entonces — A = 



4 

-5 

-6 




Diferencia de matrices 


SiAyB son matrices de tamano mX n, entonces A - B = A + (- B) 


Ejemplo 3 


Sea .4 = 


5 -2 


-6 -- 



2 

4 3 

y s = 

0 7 

1 



_ 2 _1 _ 


4 1_ 


entonces 


A-B= A+ (-B) = 


"5 -2“ 


r c i ~ 


r ii 



6 — 


to 

4 3 


2 


4 — 4 


+ 

0 -7 

= 


1 

— -1 




7 

2 


-4 -1 


2 



— — 




Producto de matrices 


Sea A una matriz de tamano mXn y B una matriz de tamano n X k, tal que 
^ — ( a ij) y B — (bjj) 9 entonces el producto de A y B, denotado por AB> es 
una matriz C de tamano mXfe, en donde 


n 

C ~ (£//) con C(j = 2 

r = 1 

= fl/_l 6jy + a i2 & 2 ; + ...+ «/„ &«/ 
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"0 

-2~ 


l 2 

4 

- 1 ! 

2 

_1 

-3 

0 _ 

y u- 

Li 

0 

2j 


Ejemplo 4 
Sea W = 


Observe que el tamano de W es 3 X 2 y el tamano de U es 2 X 3, por lo 
que el producto de W por U se puede realizar y el tamano de la matriz pro- 
ducto sera 3X3. 


WU = 


Segun la definition: 


c n 


c 12 

Cl3 

C21 


c 22 

c 23 



C 32 

C 33 


2 



Cll = 

2 

II 

JL. 

X. 

a,, 6 1 


ti 


+ a„ b 


n u 2i 


r=l 


= 0.2 + (- 2 ) • 1 

= 0 - 2 - -2 


Observe que el procedimiento anterior para obtener el elemento c n (ele- 
mento de la primera fila y primera columna de la matriz producto), es equi- 
valente a multiplicar termino a termino los elementos de la primera fila de 
W con la primera columna de U, y luego sumar dichos productos, asi: 


"Cq" 

-2) 


1 

tH 

1 

1 


"(0.2)+ (-2.1)j 

1 “1 

1 

2 

-3 

X 

1 

o 

1 

= 

1 

1 

i 

1 

1 

| 

- 1 

0 _ 




I 

1 


De manera similar el elemento c, 2 de la matriz producto (elemento de la 
primera fila, segunda columna), se obtiene al multiplicar termino a termino 
la primera fila de W por la segunda columna de U y luego sumar dichos re- 
sultados, asi: 


~( 6 ~~ 

' - 2;1 




j ( 0 . 4 ) + (- 2 . 0 ) | 

2 

-3 

X 

"2 

n l- 

1 _ 1 

_ 1 

0 _ 


1 

^ “ 2 j 

1 J 


Procediendo en forma analoga para los demas elementos en la matriz pro- 
ducto obtenemos: 
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0 -2“| ["(0.2)+ (-2.1) (0.4)+ (-2.0) (0.-1)+ (-2.-2)“! 

2-3 X |" 2 4 _1 ]= (2.2)+ (-3.1) (2^4)+ (-3.0) (2.-1) + (-3.-2) 

1 0 J L 1 0 — 2J |_(1.2)+ (0.1) (1.4) + (0.0) (1.— 1) + (0.— 2) J 

, \ ■ 7 'c- S * 

^ T-2 0 4 

WU = I 1 8 4 

L 2 4 — 1 J 3 X 3 



En este caso, 


"( 2 . 0 ) + ( 0 . 1 ) 
TS= (1.0) + (-3.1) 
(0.0) + (-1.1) 
_(— 2 . 0 )+ ( 2 . 1 ) 


(2.4) + (0.-2) (2.1) + (0.3) " 

(1.4) + (-3.-2) (1.1) + (-3.3) 

(0.4) + (-1.-2) (0.1) + (-1.3) 

(-2.4)+ (2.-2) (-2.1)+ (2.3) 



Ejemplo de aplicacion 

Suponga que en una panaderia se elabora pan integral y francos, para lo cual 
se utilizan los siguientes ingredientes: harina (H), levadura (L) y huevos (E). 
La matriz A muestra las unidades de materia prima utilizadas en la elaboracion 
de 50 panes de cada tipo. 

H L E 

A = r 15 3 4"j integral 

[10 2 6 J 2 X 3 frances 


Dicha panaderia tiene una sucursal en el sur y otra en el centro. La si- 
guiente matriz B muestra los precios por unidad de materia prima en cada 
sucursal. 
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S C 


B = 



15 

10 

30 


J 3 X 2 


H 

L 

E 


La matriz A • B de tamano 2X2, representara los costos totales en ma- 
teria prima para cada tipo de pan en cada sucursal. 

(15-10)+ (3-8)+ (4-25) (15-15)+ (3-10)+ (4-30) 

(10-10) +(2-8) + (6-25) (10-15)+ (2-10)+ (6-30) 

S C 

274 375 1 integral 

266 350 J 2 X 2 frances 

Por tanto 50 panes integrates producidos en el sur tienen un costo de 
$274 y en el centro de $375, mientras que 50 panes tipo fiances se pro- 
ducen a un costo de $266 en el sur y $350 en el centro. 





9.4 Tipos de matrices 

A continuation describiremos las clases de matrices que se utilizan con 
mayor frecuencia. A1 establecer esta clasificacion hemos tenido en cuenta 
caracterfsticas como el orden y la disposition de sus elementos. 

Vector fila: Se denomina asi a una matriz A de orden IX n y en forma 
general se escribe: 

A = [a n a, 2 a, 3 a 14 . . .a lw ] lXn 

Vector columna: Se denomina asi a una matriz B de orden mXly en 
forma general se escribe: 

" bn " 
b 21 
b 3 , 


b m i 


m X 1 


Ejemplos 


C — [10 1 1 01]; la matriz C corresponde al vector fila 

de orden 1X6 
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A = [5 —2 3] ; la matriz A corresponde al vector fila de 

orden IX 3 


B= 

D- 



, la matriz B es el vector columna de orden 2X 1 


, la matriz D es el vector columna de orden 3X 1 


Matriz nula: aunque anteriormente ya la habiamos mencionado, una 
matriz mXn donde todos sus elementos son iguales a cero se denomina ma- 
triz nula. Esta matriz recibe tambten el nombre de matriz cero. 


Ejemplo 6 


B = 


0 

0 


0 

0 


0 



2X3 


B se puede representar asi: B = 0 

Matriz cuadrada: Se denomina asi aquella matriz donde el numero de fi- 
las es igual al numero de columnas. 


Ejemplo 7 




Matriz diagonal. Es una matriz cuadrada cuyos elementos d u = 0, cuan- 
do i es diferente de y; la notaremos asi: 


D = 



0 0 

d 2 2 0 

^ ^33 

0 0 




n X n 


Ejemplo 8 Sea la matriz B con los siguientes elementos: 


4 

0 

0 

0~ 

kAvxyw V4VAA1V11 vug • 

0 

- 1 

0 

0 


0 

0 

1 

0 


0 

0 

2 

0 

- 3 

4X4 
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Se dice que B es una matriz diagonal. 

Matriz identidad: Es una matriz diagonal donde todos los elementos de 
la diagonal son iguales a 1. La podemos representar por I. 

Ejemplo 9 

”1 0 0 " 

7 = 010 = 7 3x3 
.0 0 1 _ 

La matriz identidad I tambien recibe el nombre de matriz unidad. 

Matriz triangular superior: Una matriz cuadrada en la que todos sus ele- 
mentos por debajo de la diagonal principal son cero, se denomina matriz 
triangular superior. De manera similar, es triangular inferior si todos los ele- 
mentos por encima de la diagonal principal son cero. 

Matriz transpuesta : Sea A una matriz mXn, la transpuesta de A, que se 
escribe A r , es la matriz nXm que se obtiene al intercambiar los renglones y 
las columnas de A, tal que los renglones de A pasan a ser las columnas de 
A‘ y viceversa. 

Ejemplo 10 


7 

2 

4~ 

2 

luego A f = 

7 2 - 5' 

IO ft 

~ 

- 5 

9 

3X2 L 

± Z 9 

.2X3 


9.5 M6todo de Gauss 

En esta parte del capitulo ilustraremos un metodo que permite entre otras 
cosas encontrar la solucion de un sistema de ecuaciones. El metodo consiste 
en reducir la matriz original a una matriz equivalertte, pero mas sencilla. La 
reduccion de la matriz original se lleva a cabo teniendo en cuenta ciertas pro- 
piedades que cumplen las matrices, llamadas “operaciones elementales”. 

Operaciones elementales 

Cuando sobre las filas de una matriz se realiza una de las siguientes operacio- 
nes, la matriz obtenida es equivalente a la original. 

Primera operacion: Intercambiar dos renglones de una matriz. 

Segunda operacion: Multiplicar o dividir un renglon o fila por un numero di- 
ferente de cero. 


Tercera operacion : Sumar o restar a una fila un multiplo de otra. 


Ejemplo 11 
Sea 



fila 1 
fila 2 

fila 3 
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Intercambiando la fila 1 con la fila 3 en A obtenemos la matriz A { , equi- 
valente a A. 


A t = 


_ 0 

2 

2 — 1 
-4 3 


A1 multiplicar la fila 2d e A por 4, por ejemplo, obtenemos A 2 , equiva- 
lente a A. 


A 2 4(2) 4(— 1) 4(8) = A 2 = 8 -4 

L - 4 3 1 J L-4 3 

Sumando a la fila 3 el producto de la fila 2 por 5, obtenemos: 


- ♦ 5(2, 


0+5 (-1) 


1 + 5 (8) 


A% = 


El procedimiento de eliminacion de Gauss, consiste en transformer una 
matriz A de la forma 


mediante operaciones elementales, a una matriz de la forma 
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en donde la matriz B, tomada hasta la h'nea interrumpida, es una matriz 
triangular superior que se obtiene por columnas, hallandose en cada columna, 
en primer lugar el uno de la diagonal principal y luego los demas elementos. 
Ejemplo: Reducir mediante Gauss la siguiente matriz. 


2 

1 

- 1 

-n 

fila 1 

A = 1 

4 

3 

I 10 

fila 2 

- 6 

4 

9 

1 30. 

fila 3 


Primero obtenemos el 1 de la primera columna. Observe que este puede 
ser obtenido de dos formas diferentes: dividiendo la primera fila entre 2 (se- 
gunda operacion elemental) o intercambiando la primera fila con la segunda 
(primera operacion elemental). 

Utilizamos esta segunda opcion por ser mas facil, dado que la primera op- 
cion implica uso de fracciones. Por tanto, A es ahora: 

1 4 3 ! 10 “| 

A = 2 1 - 1 | -1 

6 4 9 | 30 J 

El siguiente paso sera obtener los correspondientes ceros de esta columna. 
Utilizando la operacion elemental tres, multiplicand© la fila uno por - 2 y 
sumandola a la fila dos y multiplicand© la fila uno por 6 y sumandola a la fi- 
la tres, obtenemos: 

1 4 3 I 10 

2+1 (-2) 1+4 (-2) -1+3 (-2) I -1+10 (-2) 

-6+1(6) 4+4(6) 9+3(6) | 30+10(6) _ 

' 1 4 3 I 10" 

A = 0-7-7 | -21 

0 28 27 | 90. 

A continuacion, obtenemos el 1 de la diagonal principal en la segunda 
columna, dividiendo la segunda fila entre —7, asf: 

"1 4 3 I 10“ 

A = 0 1 1 I 3 

_0 28 27 | 90. 

Multiplicando por —28 la segunda fila y sumandola con la tercera, obte- 
nemos el cero de esta segunda columna, asf: 

"1 4 3 I 10“ 

0 1 1 I 3 

.0 0 -11 6 . 

Multiplicando la fila tres por —1 para obtener el 1 de la diagonal princi- 
pal en la columna tres, obtenemos: 
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fl 4 3 ( 10“ 

0 1 1 | 3 

Lo 0 1 I — 6_ 

Como esta ultima matriz (hastala linea interrumpida) es una matriz trian- 
gular superior, el proceso ha terminado. 

En algunos casos el proceso exige que la matriz A sea reducida hasta una 
matriz identica; en tal caso los ceros sobre la diagonal principal se obtienen 
utilizando el proceso antes descrito. 

Ejemplos de aplicacion 
1. Consideremos el siguiente sistema: 

2x + y — z = — 1 
x + 4y + 3z = 10 
—6.x + 4 y + 9z = 30 

La siguiente matriz 

'2 1 - 1 | - 1 " 

14 3 | 10 

6 4 9 j 30 _ 

representa al anterior sistema, en donde cada columns esta formada porlos 
coeficientes de cada una de las variables y la ultima columns corresponde a 
los terminos independientes, (t. i.) asi: 

xyz t.i. 

"2 1 -1 | - r 

1 4 3 | 10 

_ —6 4 9 | 30. 

En el ejemplo anterior mostramos come, mediante las operaciones ele- 
mentales, la matriz A se transforms en la matriz equivalente. 

x y z , t.i 

“1 4 3 I 10" 

0 1 1 I 3 

.0 0 1 | - 6 _ 

Esta matriz reducida nos permite encontrar facilmente la solucion al sis- 
tema, ya que esta representa al sistema: 

x + 4y + 3z =10 
y + z=3 
2 = -6 


Utilizando el metodo conocido como “solucion en reserva”, obtenemos: 



z = — 6, luego 

y + (-6)= 3; y = 9 

* + 4(9) + 3(— 6) = 10; * = -8 
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2. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones utilizando el metodo de Gauss. 


4.x — y — 3 z =1 
8jc + y — 2 =5 

2x + y + 2z =5 

El anterior sistema origina la matriz 


B = 


4 

8 

2 



1 

5 

5 


filal 
fila 2 
fila 3 


Para hacer el primer elemento de la primera fila igual a 1, dividimos por 
4 la primera fila. 


1 

8 

2 




Ahora para obtener ceros en el resto de la primera columna, sumamos a la 
segunda y tercera fila el producto de la primera fila por —8 y —2, respectiva- 
menteasf: 


1 

_ 1 
4 


8 + (-8) (1) 

1 + (-8) I 

:-i) 

2 + (-2) (1) 

1 + (-2) 1 

H) 


-A 1 _1_ 

+ <_ 8) (_l); 6+ ( - 8 ,(i) 

+ ( _ 2) (-f) j 5 +( - 2) (i) 


Resolviendo las operaciones, obtenemos: 


1 

0 

0 


1 

4 

3 

j3 

2 




Para obtener el 1 de la segunda fila segunda columna, dividimos la segun- 
da fila entre 3, asi: 
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3 I l"| 


7_ | _9_ 

2 I 2 _ 


Para obtener el cero de la segunda columna tercera fila, sumamos a la ter- 

3 

cera fila el producto de la segunda fila por — — . 



Resolviendo se obtiene: 




Observe que el paso para originar el 1 de la tercera columna tercera fila 
no es necesario, porque se obtuvo como consecuencia del paso anterior, lue- 
go la solucion del sistema sera: 




de donde se obtiene 
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9.6 Inversa de una matriz 

Si A es una matriz cuadrada de tarnano nXn y existe una matriz B de tarnano 
nXn tal que A B = B’ A = /, entonces decimos que A es invertible 21 y B se 
llama la inversa de A . 

Notaremos la inversa de A por A ~ x , asf: 

A- A' 1 = A~ l A = I 

Ejemplo 12 Consideremos el siguiente par de matrices: 


A = 


A-B = 


'-*> (-rj* ™(A) * '“(f.) 

«>(-n)*fi)(a ».©<(I)(S 


1 

-f 

11 


Verifique que B* A tambien es 


Por lo anterior, afirmamos que B es la inversa de A. La siguiente defini- 
cion nos permite encontrar A~' (inversa de A) para una matriz A de tarnano 
2X2. 

Definicion: 


entonces 


Una matriz A invertible se denomina no singular. 






Para hallar la inversa de una matriz 3X3, utilizaremos el metodo de 
Gauss de la siguiente manera: 




'flu 

a l2 

on 

Sea 

A 

= a 2 \ 

a 22 

°23 



_o 31 

a 32 

a 33 


Para calcular A ' 1 utilizamos la siguiente disposition: 




a n 

a 22 

a 32 
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y mediante operaciones elementales la transformamos en 



1 

0 

0 

| b u 

b 12 

^13 


0 

1 

0 

I b 2 i 

b 22 

^23 


_0 

0 

1 

1 &31 

^32 

^33 

manera, 








~b n 


b i2 



B -- 

= 

b 2 1 


b 22 

b 23 




b 3, 


b 32 

&33 



es la inversa de A. 


Ejemplos: 
Sea A = 


4 

1 

3 


4 

-1 

3 


1 

2 

1 


- 1 
2 
1 


2 

1 

1 


I 


halle A 


1 

0 

0 


0 

1 

0 


-l 


•] 


fila 1 
fila 2 
fila 3 


Intercambiando la segunda fila con la primera fila y multiplicando esta 
por — 1, obtenemos. 


1 -2 -1 

4 - 1 2 

3 11 


0 - 1 0 “| 
1 0 0 
0 0 lj 


Multiplicando por (—4) la primera y sumandola con la segunda y multi- 
plicando la primera por (—3) y sumandola con la tercera. 


1 

0 

0 


-2 - 1 
+ 7 +6 

+ 7 +4 


0 

+ 1 
0 


- 1 0 
+ 4 0 

+ 3 + 1 


Dividiendo entre 7 la segunda fila. 


1 
0 
L 0 


- 2 - 1 
6 

1 — 

7 

7 4 


0 

1_ 

7 

0 


1 

4_ 

7 

3 


O' 

0 

1. 
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Multiplicando por 2 la segunda y sumandola con la primera y multipli- 
cando la segunda por —7 y sumandola con la tercera. 



Dividiendo entre —2 la tercera fila. 



6 

Multiplicando la tercera por — — y sumandola con la segunda y multi- 
5 7 

plicando la tercera por — — y sumandola con la primera. 



Luego la inversa de A es: 



Ejemplo de aplicacion 

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones: 
4x — y + 2z =6 
-x + 2y+ z =7 
3x + y + z =11 
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el anterior sistema puede escribirse asf: 

A • X = B, que se denomina la representacion matricial del sistema. 

Si A es una matriz invertible, entonces A - ' existe, y (A ' 1 *B)X = A ' 1 -B; 
esto es IX = A -1 B- Luego X = A " 1 *B, lo que nos permitira encontrar la 
solucion del sistema. 

En el ejercicio anterior obtuvimos la inversa de A . 



Por tanto, como X = A 1 B entonces. 




196 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS 



luego la soluci6n al sistema es x = 2, y = 4, z = 1 

9.7 Resumen 

Recuerde que: 

1. Una matriz es un arreglo rectangular de numeros dispuestos en filas y 
columnas. 

2. El elemento a (j esta localizado en la intersection de la i-esima fila y j-6si- 
ma columna. 

3. Una matriz se puede notar por A - 

4. Si A y B son dos matrices de tamano mX n tal que A = (a /; ) y B= (b,-,) 
entonces la suma de A y B es la matriz A + B = (a t/ + b,-y). 

5. La suma de matrices cwnple las propiedades: 

— Conmutativa A + B = B + A. 

— Asociativa (A + B) + C = A + (B + C). 

— Identica A+E = E+A + A. 

6. Si A es una matriz de tamano mXn tal que A = (<ty) y K es un numero 
real, entonces K'A = ( K'a tj ). 

7. Para realizar el producto entre dos matrices A y B se debe cumplir que 
el numero de columnas de A debe ser igual al numero de filas de B. 

8. A 'B # B‘ A no cumple conmutativa. 

9. (A’B)C = A(B'C) cumple asociativa. 


9.8 Ejercicios y problemas 

1. Resuelva, si es posible, las siguientes operaciones indicadas. 
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C) 2 


e) 8 


4 2 


+ [3 


2 1 


0 3 



2. Encuentre el producto de las matrices dadas. 


[j i] 

f 5 2 1"| f 2 

h \ l\ u 

'i o o"l f 3 
0 1 0 1 
Lo 0 lj L-4 


3. Resuelva 


3 2 

1 6 

-4 5 


calcule A 2 —7A+ 7/ 
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b) 


Sea A = 


1 


-1 


3 

5 


calcule A 2 — I 


a — b 


” c 

—d~ 


y B = 



b a _ 


_d 

e _ 


Calcule A + B y A - B 

4. Exprese en forma matricial el sistema de ecuaciones lineales dado: 

a) 2x — 5y = —8 

x + 3y — 7 = 0 

b) 8a: — 4y + 4z = 3 

x — 2y + z = 0 
4x+ 5y = 4 — 12 z 

c) x — z = 0 
y + z = 1 

2x — y = 5 

5. Eesuelva, usando el metodo de Gauss, U>s aiguientes sistemas de ecuacio 
nes: 

a) x + 2y + 3z = 6 
3x + y = 5 

2x + 2y + z - 4 

b) -3*+ 2z — 8 = 0 

.x + 4y + 3z = 13 > ' 

2x — y + 7 = 0 

c) 2# — 3y + « = — 3 
4x + 2z = 0 

-x + 2y = 2 


6. Encuentre las inversas de las matrices dadas, si existen. Compruebe los re- 
sultados en las formulas AA~ l = /, A~ l A = I. 


a) 


- 2 
-1 


b) 


1 

5 


3 

4 




c) 



4 

0 
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d) 


e) 


f) 


g) 


h) 


"5 2“ 

—3 4 _ 

" 2 4" 

1 — 2 _ 
'0 0 " 
0 0 


1 

1 

sf2 

V? 

1 

1 

_^2" 



0 1 
1 0 


7. Utilizando el concepto de matriz inversa solucione: 


a) 2.x + y — g 


5 

3 


2y + z 


7_ 

3 


5x + 2y — 3z = 


b) x + 3y + Az =16 
3x — y+6z =6 
—x +5 y + z =18 
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Funciones 


OBJETIVOS 

A1 finalizar el presente capitulo el estudiante estara en capacidad de: 

1. Determinar cuando una relacion es funcion. 

2. Encontrar el dominio y el rango de una funcion. 

3. Realizar operaciones con funciones. 

4. Construir graficas de algunas funciones. 

10.1 Introduccidn 

En muchas ocasiones el valor de determinada cantidad depende del valor 
de otra; el ingreso, por ejemplo, depende del precio y de la cantidad de uni- 
dades demandadas; el area de un cfrculo depende del valor del radio, etc. 
Estas relaciones y muchas otras mas, en las cuales una variable depende de 
otra, se representan en matematicas por medio de funciones. 

El concepto modemo de funcion es el resultado del esfuerzo de muchos 
matematicos de los Siglos XVII y XVIII, quienes llegaron a la conclusion de 
que distintos fenomenos de la vida real podian representarse por ciertos mo- 
delos matematicos denominados funciones. Entre los matematicos que mds 
se destacaron en el trabajo de funciones estd Leonard Euler (1707 - 1783), 
a quien se debe la notation y = f (jc). 

En este capitulo estudiaremos el concepto de funcion, la forma de repre- 
sentar funciones por medio de graficas, sus propiedades y algunas funciones 
especiales. 

10.2 Producto cartesiano 

Sea A = (1,2, 3 1 y B = {a, 6} , las parejas ordenadas 

(l v a), (1, 6), (2, a), (2, 6), (3, a), (3, b), son todas de la forma ( x , y) en don- 
de xG A y y £ B. 

El conjunto formado por todas las parejas de la forma (x, y), tal que 
xGAyyGB,se denomina el producto cartesiano de A y B y se nota AX B. 
Esto es: 


AX B= \(x,y)/xeAAyeB} 


201 
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Ejemplo 1 

Sean M = j — ,—2,4 


El producto cartesiano 




deMyNesMXN = 






Ejemplo 2 

Sea S = (a, b, c ) , entonces el producto cartesiano de S es: 

S X S = { (a, a), (a, 6), (a, c), (6, a), (6, b), ( b , c), (c, a), (c, 6), (c, c) } . 

10.3 Relaciones 

En los capitulos anteriores hemos discutido las ecuaciones e inecuaciones en 
dos variables ryy; hemos visto, ademas, como se relacionan entre sx los va- 
lores de x y y por medio de una condicion dada. Hasta ahora nuestro trabajo 
se limito a situaciones tan sencillas como: 

y = 3x + 5 y > 4x + 9 

y = 2x 2 + 5x + 7 y > x 2 + 4* + 6 

{ x + 2y = 4 j y - 2x 2 — 3x + 4 

1 3ac — y =5 |a:+y = 0 

en las cuales describimos la relacion entre xy y mediante una grafica conve- 
niente en el piano. En este capitulo discutiremos este concepto de relacion 
desde un punto de vista mas general. Comenzaremos con algunos ejemplos. 


Ejemplo 3 

Consideremos el conjunto A = ( 0, 1, 4} y el conjunto B = { 0, 1, —1, 2, —2} 
y r la relacion “la rafz de”. Por medio de esta relacion podemos asociar los 
elementos de A y B, de tal forma que a cada x que pertenece a A, le corres- 
ponda un elemento de B definido como su rafz. 

Simbolicamente, esta relacion la representaremos asi: r : x -* ± \fx 
Dicha relacion tambien se puede representar mediante un diagraraa co- 
mo el de la Figura 10.1. El conjunto A se denomina dominio de la relacion 
y el conjunto B el rango 17 de la relaci6n. 

En esta relacion se asignan los pares ordenados (0, 0), (1, 1), (1, — 1), 
(4, 2) y (4, —2), en donde los componentes de cada pareja son obtenidos 
a partir de la ecuacion y = ± \f~x , siendo x un elemento del dominio de r. 


22 


Rango, recorrido e imagen generalmente representan lo mismo. 
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Figure 10.1 La relaci6n y = ±\Jx~. 

Observe que el conjunto de las parejas ordenadas (0, 0), (1, 1), (1, — 1), 
(4, 2), (4, —2), es un subconjunto del producto cartesiano AX B. 

Ejemplo 4 

Sea R la relacion ser menor que ( < ) de los reales en los reales, R: R -*■ f?, 
definida por “x es menor que y'\ Esta relacibn se define simbolicamente 
por x < y. Algunos de los pares ordenados que la cumplen estaran represen- 
tados en la Figura 10.2. 



Figura 10.2 La relaci6n x < y. 

Algunas parejas de la relacion son: 

n = j(— 2, -1), (-2, 0), (-2, 1), (-2, 2), (-1, 0), (-1, 1), (-1, 2), (0, 1), 
( 0 , 2 ), ( 1 , 2 )... | 
nuevamente, n G R xR . 

Observando y analizando los ejemplos anteriores, podemos concluir que: 
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Un subconjunto delproducto cartesiano AXB 
es una relacion r de A en B. Las parejas orde- 
nadas de dicho subconjunto satisfacen la con- 
dition dada por r. El conjunto de todos los 
primeros componentes de una relacion, que 
pertenece a A, se llama dominio. El conjunto 
de todos los segundos componentes de una 
relacion, que pertenece a B, se llama rango. 


Ejemplo 5 

Sea t: E -* F, donde E = (2, 3, 4, 5| y F = .13, 6, 7, 10) , definida por 
“y divisible entre x”. El conjunto de las parejas ordenadas que cumplen la re- 
lacion es: { (2, 6), (2, 10), (3, 3), (3, 6), (5, 10)) . La representation grafica 
de este conjunto es: 


F 

10 

7 

6 

3 
















■ 

■ 






■ 





■ 




2 3 4 5 E 


Observando las parejas ordenadas, o el grafico de la relacion, podemos 
determinar que el conjunto { 2, 3, 5 ( constituye el dominio de t ya que son es- 
tos los elementos de E que cumplen la condicion establecida. En forma simi- 
lar podemos determinar que el rango de la relacion t es el conjunto {3, 6, 10) 
elementos de F que cumplen la condicion. 

10.4 Funciones 

Ejemplo 6 

Sean X el conjunto de los numeros reales, Y el conjunto de los numeros reales 
no negativos y / la relacion “el cuadrado de”. Esto es, para x e X y y e Y, 
la relacion f se define simbolicamente por f:x^-x 2 ,y = x? o f(x) = x 2 . 
Existen infinitas parejas que satisfacen esta relacion, por ejemplo ( — 4, 16), 

^ > (3, 9) y en general todas aquellas de la forma (x, x 2 ). La Figura 
10.3 lo ilustra. 
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Figure 10.3 La funci6n y =x 2 . 

Observe que en este caso la segunda componente de cada pareja se obtie- 
ne elevando al cuadrado la primera componente. Podemos decir tambien que 
cada elemento x del conjunto X ha sido transformado en x 1 , mediante la re- 
gia establecida por la relacion, “y es el cuadrado de x”. Esta relacion tiene 
una caracteristica especial: cada elemento del conjunto X es transformado en 
un unico elemento del conjunto Y. Una relacion que cumple esta caracteris- 
tica recibe el nombre de funcion. 


Definicion: Una funcion es una relacion en la que todos los 
elementos de un conjunto llamado dominio son transforma- 
dos en un unico elemento de un conjunto llamado rango. 


Ejemplo 7 

Sea f: A-+ B, la funcidn definida por f(x) = *+ 1, con A = |1, 2, 3, 4, 5, 6 1 
y B= (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10) . Eneste caso: 


f(l) = 1+1 = 2 
f( 2) = 3 
A3) = 4 


A6) = 7 

En la Figura 10.4 aparece el diagrama que ilustra la situation. 

El conjunto A es el dominio de la funcidn. El conjuntq B se denomina 
el conjunto de Uegada de la funcion. 




En este caso: 

g(~ 2) 
g( 2) 
g( 0) 

g( a) 



— ov C ) = 1*1 

= 1-21 = 2 
= I 2| = 2 
= I 0| = 0 


= o| = 


a, si a > 0 
—a, si a < 0 


Figura 10.5 g{x) = lxl. 



FUNCIONES 207 


El dominio de g es el conjunto de los reales. Como lad > 0, entonces el 
rango de g es R* U { 0 | que coincide en este caso con el conjunto de Uegada. 
Una funcion donde el rango es igual al conjunto de llegada se denomina fun- 
cion sobreyectiva. 

Ejemplo 9 

Sea h : R * >- R* tal que h( x) = x 2 4- 3 

En este caso: h( 1) = 1 J +3 = 4 

h( 4) = 4 2 + 3 = 19 

h( 12) = 12 2 + 3 = 147 

El dominio de h es el conjunto de los reales positivos. Como el rang o es 
diferente del conjunto de llegada ( vease Figura 10.6), entonces la funcion no 
es sobreyectiva. Observe, en cambio que cada elemento del rango estd rela- 
cionado con un unico elemento del dominio; una funcion como 6 sta se deno- 
mina funcion inyectiva ( uno a uno). 



Figura 10.6 h{x) =x 2 + 3. 

10.5 GrSf ica de una funcidn 

En una funcion de la forma f : x-*y, tal que f ( x) = y, x se denomina la va- 
riable independiente y a la variable y se le denomina dependiente. 

Para realizar la grafica de una funcion construimos una tabla en donde se 
muestran algunos valores de xyy. Para la construccion de la tabla asignamos 
a la variable independiente algunos valores del dominio, y encontramos el co- 
rrespondiente valor para y por medio de la definition de la funcidn. A conti- 
nuation ubicamos en el piano cartesiano las parejas de la forma (ac, y); segun 
el dominio de la funcion, dichos puntos se podran unir mediante un trazo 
continuo. 
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Ejemplo 10 

Si f\ R — <~R* U 1 0 1 , tal que f(x) = 1x1, entonces 


X 

-3 

-2 

1 

2 

0 

1 

2 

1 

2 

3 

f(x) 

3 

2 

1 

~2 

0 

1 

~2 

1 

2 

3 


Localizando los puntos en el piano cartesiano, tenemos: 



Debido a que el rango es el conjunto de todos los reales positivos, fue po- 
sible unir los puntos. 

Ejemplo 11 

Si g: R — ► !?, tal que g(x) = -x 2 , entonces 


X 

-2 

_ 1 
3 

-1 

0 

1 

2 

1 

2 

3 

g(x) 

-4 

_1 

9 

-1 

0 

_1 

4 

-1 

-4 

-9 


A1 localizar los puntos en el piano, se tiene: 
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Como el rango es el conjunto de los reales positivos, unimos los puntos. 
Ejemplo 12 

Si h : N — ► N tal que h(x) = x, entonces: 


X 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

ft(jc) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 


A1 localizar los puntos en el piano, se tiene: 


Y 


10 -- 

9-- 


8 + 




7 -- 
6 -- 
5 -- 
4 - • 










3 + 




2 + 


1 + • 


H 1 1 — j 1 1 1 h-H - 

1 2346678. 9X 
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En este caso los puntos no se pueden unir dado que el dominio de la funcion 
son solamente los numeros naturales. 

Ejemplo 13 

Grafique f(x) = y = \fxT~T 

Empezaremos por establecer el dominio de la funcion. Es claro que x + 2 > 0, 
luego el dominio de f es: Df = [—2 , 00 ) . 

Tabulando, 


X 

-2 

-2 

0 

1 

2* 

1 

2 

3 

7 

m 

0 

1 

1.41 

1.58 

1.71 

2 

2.23 

3 


Observe que a medida que crecen los valores de x, las imagenes crecen tarn 
bi6n. 



Ejemplo 14 

1 

Grafique f{x) = y = — — 

x + 3 

El dominio de esta funcidn es: Df={x\ x&R A x ^ —3 1 

Observe que se debe excluir a —3 del dominio de la funcion ya que este 
valor la indetermina. 

Tabulando, 


X 

-7 

-4 

-3.5 

-3.3 

-3.1 

-2.9 

D 

-2 

“I 

0 

3 

5 

fix) 

-0.125 

-1 

-2 

-3.33 

-10 

10 

3.33 

1 

0.5 

0.33 

0.25 

0.125 


Observe: 

— A medida que x toma valores cercanos a —3, los valores de y se hacen 
cada vez mas grandes (se alejan cada vez mas del eje X). 

— A medida que x toma valores grandes, los valores de y son cada vez 
mas pequenos aproximandose a cero. 

Graficando, 
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Rectas como x = — 3 y y = 0 (eje X) a las que k gritfiea se acerca para 
ciertos valores, se denominan asintotas de la grafica. x = — 3 es una asmto- 
ta vertical y y = 0 es una asintota horizontal. 


Ejemplo 15 

x* — 1 

Grafique /(*) = y - 

x + 1 


El dominio de la funcion es D f = { x I x e R A x ^ - j l ) 

Observe que algebraicamente (a 2 — 1) / (* + 1) = x — 1, entonces 
f(x) = x — 1, con x ^ — 1. 

Luego la gr&fica sera una recta discontinua en x = —1. 
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10.6 Algebra de funciones 

Dos o mas funciones pueden combinarse para obtener nuevas funciones. 

Dichas combinaciones se logran mediante las operaciones suma, dife- 
rencia, producto, cociente y composicion de funciones, que se definen 
asi: 

1. Suma de funciones: 

(f+ g ) (*) = f(x) + g(x) 

2. Diferencia de funciones: 

( f~g ) (*) = f{x)~g(x) 

3. Producto de funciones: 

(f • g) (*) = f(x) * £(*) 

4. Cociente de funciones: 

(flg)(x) = f(x)/g(x), g(x) ± 0 

En cada una de las operaciones anteriores x esta tanto en el dominio de f 
como en el dominio de g. 

5. Composicion de funciones: 

a) g compuesto f: (f o g) (*) = f(g(x)), en donde el dominio de (f o g){x) 
es el conjunto de las * tales que g(x) esti en el dominio de f. 

b) f compuesto g: (g o f)(x) = g(f(x)) en donde el dominio de (g o f)(x) 
es el conjunto de las x tales que f(x) estd en el dominio de g. 

Ejemplo 16 

Sea f(x) = x 2 + 1 y g(x) = x — 6, halle 

a) (f+g)( 2) 

b) (g-f)(~ 1) 

c) (f*g)(V5) 

a, (1) M 

e) (fog)(x) 

f) (gof){-3) 

Solucion: 

a) (f+ g)(x) = f(x)+ g(x) 

= (x 2 + 1)+ (jc-5) 

= x 2 + x — 4 

(f+ g) (2) = 2 2 + 2-4= 2 

b) ( g~f){x ) = g(x)-f(x) 

= (x-5)-(x 2 + 1) 
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= x— 5 — x 2 — 1 


= -X 1 + X — 6 


(*-/)(-!)« “(“I) 2 + (-l)-6= -8 

c) ( f'g)(x ) = f(x) • g(x) 

= (* 2 + 1 ) (*- 5 ) 

= * 3 — 5* 2 + a — 5 


(f'g) ( V2 ) = ( V2) 3 “ 5 ( v / 2) 2 + V^-5 
= 2 \/ J-10 + V2-5 
- 3 >/ 2 ~— 15 



* 2 + 1 


*— 5 


(i) 


(a) = 


a 2 + 1 


a — 5 

e) (fo gH*) = f(g(x)) 
•fix- 5) 


a ^ 5 


= (*-5) 2 + 1 = * 2 -10*+ 26 
f) (gof)(x) =g(f(x)) 

g(x 2 + 1) 

( x 2 + 1 ) -5 

(gof)(-3) = [(— 3) 2 + 13 — 5 
= 5 




Ejemplo 17 

1 

Siendo f(x) = y g(x) = \fx+ 5 , calcule 

1 — X 

a) Dominio de f y dominio de g 

*» Kt) 

c) Dominio (g o f) (*) 



Solucion: 

a) Dominio de / = | * I * € ft A *=£11 
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b) 


Dominio de g = | * I jc e fi A x+ 5> 0) 
= [ — 5, ~) 

-r+-+r 

X v 


X — 1 


c) Dominio de (g o f) (*) = ( x I x G Dom f A f (*) G Dom g 

= | x/x =£ 1 A 1- 5 > 0 

I 1—x 

= <-.i)u[f-) 




(*) = 


1 — x 


(l-*) (V3TT3) 




V(jc a - 5) + 5 

5T 


I xl 

6-x 2 


10.7 Funciones impttcitas 

Como definimos en el Capftulo 6, la demanda para un cierto articulo es una 
ecuacion de la forma ap + bx - c, donde a, b y c son constantes, que rela- 
ciona el numero de artfculos vendidos y el precio a que estos se venden. 

Como el ingreso R, se define R = x p, entonces R se puede expresar en 
terminos de x, el numero de unidades vendidas, o de p, el precio, asx: 

R(x) = x (1) 

R(p) = (2) 

Las ecuaciones anteriores expresan en forma explfcita de qu6 variable de* 
pende el ingreso; una funcion asf definida se denomina funcion explfcita. 
Tambien son funciones explfcitas: y( x) = 8x 2 + 2 

s(0 = 100+ 20t — 5t 2 
/ 1400 — p\ 

“(P) = [ — ^ j • p — 3 000 
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ya que en todos estos casos, cada una de las funciones se da explfcitamente 
en terminos de una variable, *, t, p, respectivamente. 

Sin embargo, no todas las funciones son explfcitas. Ecuaciones como: 

40* + p = 1400 
1 

3 xy — 2* — + y/y = 0 
3 


* 2 + y 2 = 25 


en las que ninguna esta en funcion de una variable, se denominan funciones 
implfcitas. 

En algunos casos, de una funcion implicita se pueden obtener las funcio- 
nes explfcitas correspondientes, asf: 


De 40*+ p = 1400 

x 2 + y 2 — r 2 
Implfcitas 


( p = 1400 — 40* = f(x) 
1400 - p 

= fiP) 


x = 


40 


= 


= £(y) 

y = r 2 —x 2 = g(x) 

Explfcitas 


En otros, como por ejemplo en 

3*y - 2*^ + 0 

el despejar alguna de las variables es un proceso bastante complicado y, en al- 
gunos casos, imposible. 

Sin embargo, existen procesos que permiten trabajar directamente con 
las funciones implfcitas (derivacion implicita, por ejemplo) 23 , sin tener que 
obtener la funcion explfcita. 


10.8 Algunas funciones especiales 

Funcion determinante 
Si A es una rnatriz 2 X 2, tal que 

®11 a 12 

a 2l a 22 

entonces se define el determinante de A, det A, de la siguiente manera: 



23 


Ver derivacidn implicita, pfigina 268 . 
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Oil <*12 

det A = 

<*21""^ ^*<*22 

El determinante es una funcion que transforma una matriz cuadrada en un 
numero real. 


— flu 022 <*21 <*12 


Ejemplo 18 
Si A = 

det A = 


4 

-2 

4 

-2 


7 

5 

7 

5 


entonces 


= (4-5) -(-2-7) 


= 20 + 
= 34 

Para el caso de una matriz 3X3 


se define det A = 


14 


<*11 

<*12 

<*13 

<*21 

<*22 

<*23 

<*31 

<*32 

<*33 

<*32 a 13 ) + ( a 31 

<*12 



’ <*11 

<*12 

<*13 

= 

<*21 

<*22 

<*23 

1 

<*31 

<*32 

<*33 


+ (<*21 <*12 a 33 )] 

Para facilitar el aprendizaje de la formula anterior, existe un metodo co- 
nocido con el nombre de regia de Sarrus, que consiste en repetir las dos pri- 
meras filgg (o las dos primeras columnas) debajo de la ultima fila (o a conti- 
nuacion de la ultima columna) y proceder en forma similar al caso 2X2, 
como se muestra a continuacion: 


det A = 


Oil 

°21 

<*31 


<*12 

<*22 

<*32 


<*13 

<*23 

<*33 



det A = 


<*21 <*22 
= [( a u a 22 <*23 ) + (<*21 <*32 <*13 ) + (<*31 <*12 <* 23 )] 


— [(<*31 <*22 <* 13 ) + (<*11 <*32 <*23 ) + (<*21 <*12 <*33 )] 
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Ejemplo 19 


Ai A = 



4 

-2 

8 


2 

3 

4 


entonces 



repitiendo las dos primeras filas 


= [(-1— 2-4)+ (5*8*2)+ (1*4*3)] - [(1—2-2) + (-1*8*3) + (5*4*4)] 

= (8 + 80 + 12) - (-4 - 24 + 80) = 100 - 52 = 48 


Funci6n parte entera 

Se define la parte entera de un numero real x, como el mayor entero que es 
menor o igual a x. Se denota esta funcion por y = [*] 


Ejemplo 20 
[3.8] = 3 

[4.5] = 4 

[-1.9] = -2 

La funcion parte entera se muestra en la Figura 10.7. 

Tal como se observa en la grafica, la funcion parte entera es escalonada. 



Figura 10.7 Funci6n parte entera y = [ x ] 
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Funcidn in versa 

Sea f ={ (*, y) / f(x) = yjuna funcion uno a uno, con dominio X y rango 
Y. Una funcidn g, con dominio Y y rango X se denomina la funcion inversa 
de f, si 


f[g(x)]= *• xxey, y 
g [/’(*)] = x > Vx^X- 


Frecuentemente se representa g(ar) por f~ l (jc). De esta manera f[f~ l (*) ] = x 

y f 1 [/(*)] = * 


Ejemplo 21 

Si f(x)= 2x+ 3, f~ l (x) = - * 3 

m 


Veamos, 


/( 8) = 2(8) + 3 - 16 + 
19-3 16 


r‘ (19) = 


2 2 
esto es r 1 [f(8)] = f 1 (19) = 8. 

, 31-3 28 

Ahora, r‘ (31) = — = — = 


3= 19 
-= 8 


14 


f( 14) = 2(14) + 3 = 28 + 3 = 31 

esto es f[f~ l (31)] = /(14) = 31. 

c x — 3 i / x— 3 \ „ 

En general, f\f~ l (x)] = — - — J - 2\ — — )+ 3 

= (jc-3)+ 3= jc 

, 2x+ 3 — 3 

f- 1 [f(x)] = f~'[2x+ 3]= 

2x 

2 ~ X 
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10.9 Resumen 

Recuerde que: 

1. AXB ={(x,y)\xeAAxeB\. 

2. Una relation r de A en J3 es un subconjunto de AXB con dominio r C A y 
rango r CB. 

3. Una funcion f de A en B es una relation en la que para cada elemento 
x e A, existe un unico elemento y e B tal que f(x) - y, D f = A y rango 
de f CB. 

4. Una funcion puede ser: 



5. Suma de funciones (f+ g) (*) = f{x) + £(■*) 

Diferencia de funciones (f — g) (x) = f(x) — g(x) 

Producto de funciones (f'g) (x) = f(x) - g(x) 

( f \ f (jc) 

Cociente de funciones ( — ) («) = . — ; ^ 0 

\g / «(*) 

Composicion de funciones: 

(f o g) (jc) = f(g(x)) f compuesto g(x) 

{gof) (x) = g(f(x)) g compuesto f(x) 

e. Si y = f(x), entonces tenemos una funcion explfcita en terminos de 

ejemplo: 

y = \fx+ 1. 

Si f(x,y) + M = 0, con M constante entonces tenemos una funcion 
implicita. 

Ejemplo 22 

x 2 + y 2 — r 2 
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7. Si A = 




se define el 



- a u a 22 — a 2 i a 12 


8. La funcion parte entera se define como el mayor entero que es menor o 
igual a x y se denota por y = [*]. 


10.10 Ejercicios y problemas 

1. Sean A = { —1, rr , 0} y B = {a, b, c} 
verifique que AXB ¥= BY, A 

2. Dados los conjuntos E = ( x I x es un numero par J y H = { x I x > 0 

establezca la relation R “ser multiplo de” de E •* H, determine el domi- 
nio y el rango deR 0 ,y haga el diagrama de R 0 . 

3. Sea X = {1, 2, 3, 4} ; determine cuales de los siguientes diagramas co- 
rresponden a una funcion y en aquellos casos diga que clase de funcion 
es. 
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4. Determine si cada uno de los siguientes conjuntos de pares ordenados de- 
fine una funcion y en tales casos especifique el dominio y el rango. 

a) R, = {(1, 2) (2, 1) (3, 2 ) (5, —1) (1, 3} 

b) R 2 = {(x,y) / x 7 + y 7 = 25} 

c) R 3 - {(x,y)eNXN\ y = jc— 3} 


d) R 4 


(x,y)GRXH 



5. Encuentre el dominio y el rango de las siguientes funciones: 

a) f(x) = - 

(*+2)(*-l) 

b) f(x) = \x 7 \ -2 
x 7 —x+ 1 


c) f(x) =- 


X 3 + 1 


d) f(x) = 1- — 

X 

6. Grafique las siguientes funciones, estableciendo con anterioridad su domi- 
nio y su rango. 


a) 


m = 


*+ 2 
2jc-4 


b) f(x) = -16 

x* 

c) f(x) = yfx 1 — 5x+ 6 


d) 


m = 


X 

\J x—1 


7. Realice la grafica de las siguientes funciones para x £ [ — 2, 3]. 

B) I f J 

b) [2 jc] 

c) [JC+ 1] 

d) [3* — 1] 


8. Calcule el determinante de las siguientes matrices, si es posible. 


a) 


3 


8 

1 

2 


-2 
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CAPITULO 


Funciones eyponenciales 

y logaritmicas 


OBJETIVOS 

A1 finalizar el presente capftulo el estudiante estara en capacidad de: 

1. Manejar correctamente las propiedades de la funcion exponencial. 

2. Resolver problemas de aplicacion en modelos de crecimiento y decreci- 
miento exponencial. 

3. Utilizar las propiedades de la funcion logaritmo en la solucibn de ecua- 
ciones. 


11.1 Introduccibn 

La invencion de los logaritmos se debe al escocbs John Neper (1550-1617) 
quien, sin exponer los metodos empleados para llegar a ellos, revelo su descu- 
brimiento en su Logarithmorum Canonis Descriptio en 1614. Despubs de 
su muerte, su hijo publico su Mirifici Logarithmorum Canonis Constructivo 
(1620), en donde desarrollo los procedimientos empleados por su padre. 

John Neper llego al descubrimiento de los logaritmos, buscando un mbto- 
do que le permitiera simplificar algunos cdlculos numbricos. Colaboro con 
Henry Briggs (1561-1631), matembtico ingles, en la realizacibn de las prime- 
ras tablas de logaritmos (llamados vulgares o de Briggs, y cuya base es el 
numero 10), y que contenian los logaritmos de los numeros entre 1 y 20,000. 

El logaritmo, como se vera, es la funcibn in versa de la funcion exponen- 
cial, la cual se emplea en la solucion de muchos problemas de aplicacion 
conocidos con el nombre de problemas de crecimiento y decrecimiento ex- 
ponencial. En este capftulo nos ocuparemos principalmente de dichas apli- 
caciones. 


112 Funcibn exponencial 

Una funcion exponencial es una funcion de la forma f(x) = a x , con a > 0 y 
x en los reales. 

El dominio de esta funcion es el conjunlo de los numeros reales y su ran- 
ge el conjunto de los reales positivos. 

Para tener una idea de la grafica de la funcion exponencial, consideremos 
el caso en que a = 2. ‘ 

f(x) = 2 X , tabulando obtenemos 

223 
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X 

-6 

-2 

-1 

0 

1 1 
2 

1 

2 

3 

m 

5E 

0.25 

0.5 

1 

1.41 

2 

4 

8 


La grifica de la funcion y — 2 X aparece en la Figura 11.1 



Esta grafica, cuyo comportamiento es similar para cualquier valor de a 
positivo, tiene tres caracterfsticas importantes: 

— Es asintotica en el eje X 

— Es creciente para todo valor de x. 

— Corta al eje Y en 1. 

Propiedades 

Algunas de las propiedades de la funcidn exponencial se muestran en los 
siguientes teoremas: 

Teorema 1 

Sia>0, b> Oy x, y G R, entonces 
a) c?a y = c? + y 
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b) = (f y 

c) (a • b) x = a*b x 

Las anteriores propiedades se ilustraron mediante ejemplos en el Capitulo 5. 


Teorema 2 


a) Si a > 1, 

b) Sic < 1, 


a x > 1 para x > 0 
a* < 1 para x < 0 

a* < 1 para x > 0 
e* > 1 para x < 0 


c) Si a = X; <r* = 1 para todo x. 


Vease Figura 11.2. 



Una consecuencia del Teorema 2 es la siguiente: 

si o > 1, entonces la funcion es creciente; 
si c < 1, entonces la funcion es decreciente. 

Un caso particular de las funciones exponenciales es la funcion f(x) = e* 14 
llamada comunmente funcion exponencial, debido a su importancia. 
Como e > 1, entonces por el Teorema 2 la gr^fica de la funcion f(x)= e x 
es creciente, como se muestra en la Figura 11.3. 

Ejemplo de aplicacidn 1 

Se depositan $10,000 en un banco que ofrece una tasa de interes del 24% 
anual. Si el interes se capitaliza solo una vez al ano, el saldo total al final 
del ano sera de: 


24 e represents al numero irracional 2.718281..., base de los logaritmos naturales. 
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Figura11.3 y = 8* 


C t = 10,000 + 0.24(10,000) = 12,400 

Esto es, si C pesos se invierten a una tasa del r% anual, al final del primer an< 
se tiene un saldo total de: 


C t - c + 


= °( 1+ i5o) 


Si el interns se capitaliza 2 veces al ano, el interns pagadero semestral 
mente sera del 12%, pero los intereses del primer semestre ganaron a su ve: 
intereses en el segundo semestre, por tanto el saldo al finalizar el ano sera 


C t = 10,000 + (10,000) + 


Primer semestre Segundo semestre 

11,200 + 0.12(11,200) = 11,200 + 1344 = 12,544 


reescribiendo C t obtenemos: 


,000 + 


•^ 10 , 000 ^ 1+ -^ 


10,000 \l + - 5^1 1 + — ] = 10,000 ( 1 + —X 

2 J L 2 J \ 2 / 


esto es, 




Si el interes se pagara cuatro veces al ano (trimestralmente), el saldo al final 
zar el ano sera: 
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C t = 10,000 ^1+ 

La generalization de lo anterior nos permite concluir que para cualquier 
capital C, a una tasa de interes del r%anual, capitalizado n veces al ano, ori- 
gina un saldo final igual a: 




Asi, un capital inicial de $150,000 colocado a un interes del 18% anual 
capitalizado mensualmente, generara al termino del ano: 

$15°, 000 (l+ * 

$150,000 (1.015) 12 = 

$150,000 (1.19562) = $179,343 
Al transcurrir t anos, el saldo final obtenido es: 



Asi, los $150,000 invertidos al 18% anual capitalizados trimestralmente, pro- 
duciran al cabo de cinco aiios: 

/ 1ft \(5)(4) 

c '- 150 - 000 ( 1 + Tool4)) 

C, = 150,000 (1 + 0.045 ) 20 
C t = 361,757.10 

Si el interes se capitalizara continuamente, el saldo total al final del ano 
vendria dado por la expresion. 

C t = lim ( 1 + )”. Si hacemos k = 100— 

n— oo \ 100 n J r 

La expresion anterior se transforma en: 

C ( =Clim ( 1+ = 





228 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS 


c fe-(* + f).‘]* 


25 


luego el capital final obtenido al depositar C pesos invertidos al r% anual ca 
italizados continuamente viene dado por: 


C t - C e 


r 

100 


Asi, los $150,000 invertidos al 18% anual, capitalizados continuamenti 
se convertiran en: 

18 

C t = 150,000 (e) 100 

150,000 (1.19722) = 179,583 

Al cabo de t aiios de capitalizar el interes continuamente, el saldo total a 
invertir C pesos al r%: es: 

C t = Ce^ 

En el ejemplo que estabamos considerando, al cabo de 5 anos de capita 
lizar continuamente, el capital total obtenido es, 

15 - ( 5 ) 

C, = 150,000 (e) 100 

C t = 368,940.46 


Ejemplo de aplicacidn 2 

Otro caso practico en el que las funciones de tipo exponencial desempenar 
un papel importante es el siguiente: 

Consideremos un cultivo de bacterias con una poblacion inicial d< 
100,000, que crece a una tasa del 16% cada hora. Al cabo de la primera hors 
la poblacion total sera: 

P, = 100,000 + 100,000 • = 100,000 

P t = 116,000 

Esto es, una poblacion de P individuos que crece a una tasa del r% en ui 
tiempo t, (horas, meses, anos, etc.) tiene al cabo del primer periodo de tiem 
po una poblacion de: 




25 En capftulos posteriores mostraremos que lim 

k — ► OO 



FUNCIONES EXPONENCIALES V LOGARITMICAS 229 


En la segunda hora, 


Pt = 


P, 


) 


P ,= 


100,000 

100,000 

100,000 



la poblacion total sera: 



Por lo que al cabo de n horas, la poblacion total sera: 

P,= 100,000 (l+^)“ 

luego, al cabo de n perfodos de tiempo, una poblacion de p individuos, que 
crece a una rata de r % , se convertira en: 



En general, podemos decir que una cantidad Q que crece de acuerdo a 
una ley de la forma 

Q(t) = Qoa kt 

experimenta un crecimiento exponencial, en este caso, Qo representa la can- 
tidad inicial, a es la base de la funcion exponencial y k es una constante posi- 
tiva. Como vimos un capital colocado a un interns con una determinada capi- 
talization al crecimiento de ciertas poblaciones, son ejemplos de funciones 
exponenciales. Por el contrario, una funcion de la forma 


Q(f) = Qoa~ kt 

representa un decrecimiento exponencial. Ejemplos de esta situacion tienen 
que ver con depreciacion de maquinaria, desintegracion de sustancias radiac- 
tivas, etc. 


Ejemplo 1 

Cierta maquina se deprecia de tal forma que su valor despu4s de t anos 
viene dada por: 

V(t) = 1,400,000 e- 0D3t 

^Cual es el valor de dicha maquina despues de 5. anos? 

Solucion: 

Para t = 5 

-0X)3(5) 

V(5) = 1,400,000 e 
V(5) = 1,400,000(0.8607) 

V(5) = 1,213,800 
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1 1 .3 La funci6n logaritmo 

Un teorema de calculo (muy avanzado para el texto) establece que si un 
funcidn es continua y siempre creciente (o siempre decreciente) entonce 
tiene inversa. Por las graficas de las Figuras 11.1 y 11.2 esclaro quef(x) = a 
satisface las condiciones necesarias para tener su respectiva funcion invei 
sa. Esta funcion inversa se denomina funcion logaritmo y se define de 1 
siguiente manera: 


Definition: Si a > 0 y o # 1, entonces log x - b si, y solamente si, 

„6 _ „ * 
a = x. 

log„ x = b “se lee” logaritmo en base a de x igual a b. 


Si f(x) = e x , esta funcion tiene tambien una inversa denominada funcio 
logaritmo natural que se represents por In x, asi: 

e inx _ ^ x> q 

In e* = x V x 

El grafico de la funcidn f(x) = In x se muestra en la Figura 11.4. 



Figura 11.4 Funci6n logaritmo natural. 


Como se observa en la figura anterior la funcion logaritmo natural es siempi 
creciente, corta al eje X en 1, tiene como dominio el conjunto de los real< 
positivos y como codominio los numeros reales, y es tal que In e = 1. 

Una forma de obtener este grafico es “reflejando” sobre la recta y = x 
funcion exponential, tal como se indico que se obtenia la inversa de una fui 
cion, vease Figura 11.5. 
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Figure 1 1 .5 y = In x, inverse de / = e*. 

1 1 .4 Propiedades de los logaritmos 

La funcion logaritmo cumple, entre otras, las siguientes propiedades, las cua- 
les facilitan el trabajo, transformando ciertas operaciones en otras mas sim- 
ples: 

1. El logaritmo de un producto: 



2. El logaritmo de un cociente: 



3. El logaritmo de una potential 



4. El logaritmo de una raiz: 
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Las propiedades 1 y 2 transforraan productos y cocientes en sumas y res 
tas respectivamente. La Propiedad 3 expresa que el logaritmo de una poter 
cia es igual al producto del exponente por el logaritmo de la base. Hacemo 
notar que esta propiedad se aplica cuando el exponente corresponde a la vs 
riable. Esto se ilustra a continuacion: 



Ejemplo 2 

Resolver la siguiente ecuacion: 

8 X = 15 ;r ' : ' 

Esta ecuacion es exponencial, ya que la incognita aparece en el exponen 
te. Aplicando logaritmo a ambos lados, se tiene: 

In 8 X = In 15 

x In 8 = In 15 (por' Propiedad 3) 

In 15 
In 8 

2.70805020 

2.079441542 

*= 1.30229 
Ejemplo 3 

Una poblacion inicial po esta creciendo de tal forma que al cabo de un tiem 
po t, en horas, 3 po = po e +0Mt . Hallar t. 

Para solucionar la anterior ecuacion, dividimos ambos miembros de Is 
igualdad entre po, asi: 

3po _ po e 004 f 

po po 

3 _ e 004 t 

26 Aunque las propiedades estan enunciadas para logaritmos naturales, estas se cum 
plen para los logaritmos en cualquier base. 
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Aplicando logaritmo en ambos miembros se tiene, 

In 3= ln[e a04t ] 

In 3 = 0.04* In e 
In 3 = 0.04 1 

— — = f t = 27.46 horas 

0.04 

Otras aplicaciones de la funcion logaritmo se veran en capitulos posterio- 
res, mas exactamente en el capftulo de aplicaciones de las derivadas: deriva- 
tion logaritmica. 

1 1 .5 Resumen 

Recuerde que: 

1. Una funcion exponencial es una funcion de la forma 
f(x) = a* ; con a > 0 y x G R 

2. Un caso particular de la funcion exponencial es la funcion f(x) = e* don- 
de e representa al numero irracional 2.718281... y es la base de los loga- 
ritmos naturales. 

/ r \tn 

3 - c - c ( 1 + ioo^) 

donde 

C : capital 

r : interes anual 

n : numero de veces al aiio que se capitaliza el interns 

t : numero de anos 

4. Q(t)=Qoa kt 
donde 

Qo : cantidad inicial 
a : base de la funcion exponencial 
k : constante positiva 
t : numero de aiios 

5. Si a > 0 y a =£ 1, entonces 

logs x = b si, y solamente si, a b = x 

6. y = In x inversa de y = e? 

7. Las propiedades de los logaritmos son: 

In (a • b) = In a + In b 

In l —\ = In a — In b 

W 


In a* - x In a 
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In \fa = ^ In a 

log “ * ” InT 
In” x¥= n In x 

1 1 .6 Ejercicios y problemas 

i i 1 

1. Utilice la calculadora y encuentre: e, e°, e 3 , e~ 2 , e 5 , e s , — 

R' • 

2. Dibuje las curvas y = 3* e y = 5 X en el mismo piano. 

3. Dibuje la grafica de y = 2~ * y comparela con la grafica de y = 2 X . 

4. Realice las graficas de: 

a) y = 10 + e x 

b) y = e* — 5 

C> y = 3e X ' ;y ’ ■ i/' •: , 

d) y = —5e x 

e) y = e~ x 

f) y = e 2x 

g) y = e$ 

5. Una suma de dinero se invierte a un cierto tipo de interes. Despues de 15 

anos el dinero se ha triplicado. Cual sera el saldo al final a los 20 ahos, 
si el interes v. r : ■ lr . ■■ 

a) se capitaliza semestralmente 

b) se capitaliza continuamente. 

6. Cuando un banco ofrece un tipo anual de interns del r% y compone el 

interes mas de una vez al aho, el interes total ganado durante el aho es 
mayor que el r% del saldo al principio del ano. El porcentaje anual en el 
que crece el saldo durante un ano se suele Uamar tipo efectivo de interns, 
mientras que el tipo enunciado del r% se conoce como tipo nominal de 
interes. Halle el tipo efectivo de interns si el tipo nominal es del 6%y el 
interes se compone: .-vo- 

a) trimestralmente 

b) continuamente 

7. Esta previsto que dentro de t anos la poblacion de cierto pais sera de 
P(t) = 50 e 0 02t millones. 

a) iCual es la poblacion actual del pais? 

b) ^Cual sera la poblacion dentro de 30 anos? 
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8. ^Cuanto dinero debe ser invertido hoy a un tipo anual del 7% compuesto 
continuamente, para que dentro de 20 aiios su valor sea de $1,800,000 
pesos? 

9. El producto nacional bruto (PNB) de cierto pais era de cien mil millones 
de pesos en 1975. Suponiendo que el PNB esta creciendo exponencial- 
mente, ^cual sera el PNB en 1990? 

10. La cantidad que quedadeunamuestrade una sustancia radiactiva despu^s 
de t aiios viene dada por una funcion de la forma Q(t) = Q<je _0001f . A1 
final de 5000 aiios quedan 2000 gramos de sustancia. ^Cuantos gramos 
habia inicialmente? 

11. Un estudio estadistico indica que la fraccion de tostadores electricos 
fabricados por cierta compama que estan aun en condiciones de trabajo 
despues de t anos de uso, es aproximadamente de f(t) - e~°- 2t . 

a) iQue fraccion de tostadores puede esperarse que trabajen al cabo de 
tres aiios? 

b) iQue fraccion de tostadores puede esperarse que se descompongan 
durante el tercer aiio de uso? 

c) iQue fraccion de tostadores puede esperarse que se descompongan 
antes de un aiio de uso? 

12. Una vez que la publicidad inicial acerca de la aparicion de un nuevQ libro 
ha terminado, las ventas de la edicion de cubierta dura tienden a decrecer 
exponencialmente. En el momento en que la publicidad fue interrum* 
pida, cierto libro estaba experimentando ventas de 25,000 ejemplares por 
mes. Un mes despues, las ventas del libro habian descendido a 10,000 
por mes. ^Cual sera la venta despues de un mes mas? 

13. La production diaria de un empleado que ha estado en el trabajo t sema- 
nas viene dada por una funcion de la forma Q(t) = 40 — Ae~ kt . Inicial- 
mente producia 20 unidades por dia, y despu6s de una 9emana puede 
producir 30 unidades diarias. ^Cuantas unidades producira por dia des- 
pu6s de 3 semanas? 

14. Los registros de salud publica indican que t semanas despues del brote de 

6 

una rara forma de gripe, aproximadamente f(t) = 3 + ^-OT miles de 
personas han adquirido la enfermedad. 

a) ^Cuantas personas tenfan la enfermedad inicialmente? 

b) Cuantos habian adquirido la enfermedad pasadas tres semanas? 

c) Si la tendencia continua, ^cuantas personas en total contraeran la en- 
fermedad? 

15. Se estima que al cabo de t anos, la poblacion de cierto pais sera de 

80 

P(t) = 8+ 12e -o-06r millones. 
a) ^Cual es la poblacion actual? 
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b) iCual sera la poblacion al cabo de 50 anos? 

c) iQue le sucedera a la poblacion con el paso de los anos? 

16. Una epidemia se propaga a trav6s de una comunidad de forma que t se- 
manas despues de su brote, el numero de personas que han sido infecta- 
das viene dado por una funcion de la forma 

B 

f(t) = i — — e _ kt , donde B es el numero de miembros de la comunidad 

que son susceptibles a la enfermedad. Si delosindividuossusceptibles 

estaban infectados al final de la primera semana; y al final de la cuarta, 
3 

— ; £qu6 fraccion de los residentes susceptibles habian sido infectados 
5 

al final de la octava semana? Tome B = 2000. 

17. Aprenda como usar su calculadora para hallar logaritmos naturales. En 

particular halle In 1 , In 2, In e. In 5, In — , y In e 2 . iQue sucede si trata 

5 - 

de hallar In 0 6 In —2? ^Por que? 

18. Calcule la expresion dada, sin usar tablas ni calculadora: 


a) 

In e 3 


b) 

In \fe 


c) 

e m s 


d) 

e 2 ln 3 


e) 

e 3ln2~, 

l in 5 

f) 

In ((e 3 

Ve)e*)' 

19. Resuelva en 

x la ecuacion dada: 


a) 2 = e 006 * 


b) = Qo e 12x 

c) 3 = 2+5 e~ Ar 

d) —2 In x = b 

t 

e) —In x= — + C 

50 

f) 5=3 In x——ln x 

2 

g) In x = — (In 16 + 2 In 2) 

3 

h) In x = 2 (In 3 — In 5) 

i) 3* = e 7 

j) a k = e kx 
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k) e x + 1 = b 

l) xf nx = e 

20. El dinero depositado en cierto banco se duplica cada 10 anos. El banco 
compone el interes continuamente. i,Que tipo anual de interes ofrece el 
banco? 

21. Basados en la estimation de que hay diez mil millones de acres de tierra 
cultivable en nuestro plar.eta y que cada acre puede producir suficiente 
comida para alimentar a 4 personas, algunos demografos creen que la 
Tierra puede soportar una poblacion de no mas de cuarenta mil millo- 
nes de personas. La poblacion de la Tierra era aproximadamente de tres 
mil millones en 1960 y de cuatro mil millones en 1975. Si la poblacion 
de la Tierra estaba creciendo exponencialmente, ^cudndo alcanzaria la 
poblacion el limite te6rico de cuarenta mil millones? 

22. La vida promedio de una sustancia radiactiva es el tiempo que tarda en 
desintegrarse un 50% de una muestra de la sustancia. 

a) La cantidad restante despues de t anos de cierta sustancia radiactiva 
viene dada por una funcion de la forma Q(t) = Qoe“ 0 003f . Halle la 
vida promedio de la sustancia. 

b) El radio se desintegra exponencialmente. Su vida promedio es de 
1690 anos. ^Cuanto tardara una muestra de 50 gramos de radio en 
reducirse a 5 gramos? 

23. El matematico de una importante empresa editorial estima que si se dis- 
tribuye x miles de ejemplares de regalo a los profesores, las ventas de un 
nuevo texto de matematicas el primer ano seran aproximadamente de 
f(x) =20 — 15 e~ 0 2x miles de ejemplares. De acuerdo con esta estima- 
cion, ^cuantos ejemplares debe enviar el editor para generar el primer 
ano unas ventas de 12,000 ejemplares? 

24. Un economista ha reunido los siguientes datos sobre el producto nacional 
bruto (PNB) de cierto pais: 

Ano 1965 1975 

PNB (en miles de millones) 100 180 

Use esos datos para predecir el PNB en 1995 si el PNB esta creciendo: 

a) linealmente 

b) exponencialmente. 
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CAPITULO 



La derivada 


OBJETIVOS 

A1 finalizar el presente capitulo el estudiante estara en capacidad de: 

1. Resolver problemas que involucren el concepto de tasa de cambio. 

2. Calcular el lfmite y verificar la continuidad de funciones. 

3. Aplicar las reglas del algebra de derivadas para calcular la derivada de 
cualquier tipo de funcion. 

4. Aplicar el concepto de derivada a la solution de problemas. 

12.1 hitroducci6n 

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), filosofo y matemitico aleman, 
e Isaac Newton (1642 - 1727), fisico, matematico y astrdnomo ingles, son 
considerados los pioneros de las ideas basicas del calculo diferencial. 
Leibniz, quien trabajo en diversas ramas del saber, realizd su obra mas im- 
portante en el desarrollo del calculo infinitesimal (1676), cuyos conceptos 
fundamentales expuso en Nuevo mitodo para la determinacidn de los mdxi- 
mos y de los minimos. A Leibniz se debe el nombre de calculo diferen- 
cial y la notation dy/dx. Trabajando en forma independiente y basado en 
el estudio del movimiento, Newton llego al concepto de derivation. 

La idea central del calculo diferencial es la derivada, que puede conside- 
rarse como una de las herramientas mas poderosas de la matematica. En es- 
te capitulo veremos el concepto de derivada, sus propiedades y algunas de 
sus primeras aplicaciones. 

12.2 Raz6n de cambio 

Iniciaremos este capitulo definiendo lo que se conoce como cambio o in- 
cremento de una variable. 


Definicion 1: 

Sea y = f(x) una funcion, con jcj y x 2 un par de valores en el 
dominio de f, de tal forma que f(x 1 ) = y, y f(x 2 ) = y 2 , en- 
tonces: 


239 
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a) 


El cambio en el valor de x, al pasar de 
x 2 — x 2 , se denomina incremento de x. 


A * J7 . 


.x, a x 2 , dado por 
y se representa por 


Asi: 


A* = x 2 — JCj 


b) El cambio en el valor de y, al pasar de y x a y 2 , dado por 
y 2 — yj , se denomina incremento de y, y se representa por 
Ay. 


Asi: 


Ay = y 2 -y, = f(x 2 )-f(x ,) 


Ejemplo 1 

La ecuacidn c(*) = 50,000 + 1500* determina el costo al producir * unida- 
des. ^Cual es el aumento en los costos al incrementar la produccion de 700 
a 900 unidades? 

Solucion: 

Ac = c(x 2 ) — c(jc t ) 

= c(900) — c(700) 

= [50,000+ 1500 (900)} -[50,000+ 1500(700)} 

= $300,000 

El incremento en los costos es de $300,000. 

Ejemplo 2 

La siguiente ecuaci6n de demanda 

40p « 5000 - 150* 

relaciona el numero de unidades vendidas, *, a un precio p. 

Calcule el aumento en las ventas al incrementar el precio de $50 a $57,50 

Solucion: 

Al escribir * como una funcion de p, obtenemos: 

5000 - 40p 


Luego A* = x 2 — *i 

= xip 2 ) — x(p j) 


27 La letra griega A (delta) representa en todos los textos de c£lculo el increment* 
o cambio en una variable cualquiera: Ay: cambio en y. 




5000 - 40(50) 
150 


LA DERIVADA 241 


5000 - 40(57,50) 
150 


= 18 - 20 = -2 
entonces x = —2 


El incremento negativo significa que al aumentar el precio disminuye el 
numero de unidades vendidas. 

Si Ax representa un incremento cualquiera sobre x, entonces 


Ay = f(x + Ajc) — f(x) 


Vease Figura 12.1 



Figura 12.1 Incremento en x e incremento en y. 


Ejemplo 3 

En la siguiente ecuacion de oferta 

x(p) = (100 + pf - 300 p 

calcule Ax, si el incremento en el precio es A p = $10, para p = $100 y para 

p = $200. 


x(p) = 10,000 + 200p + p 2 — 300 p 
x(p) = 10,000 + p 2 - lOOp 


Solucion: 
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como 

A* = *(p + A p) — *(p), entonces 

Ax = [10,000+ (p + A p) 2 — 100(p + Ap)] — [10,000 + p 2 — lOOp] 

A* = (p + Ap) 2 -p 2 - lOOAp, luego 
para p = $100 

Ax = (100 + 10) 2 - (100) 2 - 100 (10) 

Ax = 12,100 - 10,000 - 1000 

Ax = $1100 
parap = $200 

A * = (200 + 10) 2 - ( 200) 2 - 100 ( 10 ) 

= 44,100-40,000-1000 
A = $3100 

Ejemplo 4 

En la ecuacion p = 30,000 + 200*, calcule el incremento sobre p, Ap, al rea- 
lizar sobre * un incremento Ax. 

Solucion: 

Ap = p(*+ A*)— p(*) 

= 30,000+ 200 (*+ A*) -[30,000+ 200*] 

= 200*+ 200A* — 200* 
luego Ap = 200A* 


Ejemplo 5 

En la siguiente ecuacion de demanda 

*(p) = 


3000 

p+ 10 


calcule el aumento en las unidades vendidas, A*, al realizar un incremento ei 
el precio, Ap. 


A* = *(p + Ap) — *(p) 

3000 3000 


(p + Ap) + 10 p + 10 

3000 (p + 10) - 3000 (p + Ap + 10) 
(p + Ap + 10) (p + 10) 

-3000 Ap 

(p + Ap + 10) (p + 10) 
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Observe que si se realiza un incremento en los precios, en este caso se ob- 
tiene una disminucion en el numero de unidades vendidas. 


Definicion 2: 

Sea y = f(x) una funcion se define la tasa de cambio prome- 
dio 2 ® de f, entre x y x + Ax, al cociente . Por tanto la 

Ax 

tasa de cambio promedio de y con respecto axes: 

Ay f(x+ Ax)-f(x) 

Ax Ax 


Observe que la definicion de tasa de cambio coincide con la definicion 
de pendiente entre dos puntos. En este caso, la tasa de cambio de f entre 
Pi (*> y) y Pi (•* + Ax, y + Ay), corresponde a la pendiente de la recta que 
une los puntos p 1 yp 2 , vtase Figura 12.2 



Ejemplo 6 

Considere la ecuacion de la demanda del ejemplo 2, 40p = 5000 — 150 jc. 
Calcule la tasa de cambio promedio del ingreso, al incrementar las unidades 
vendidas de 15 & 20. 


28 La tasa de cambio es tambiSn Uamada raz6n de cambio, cociente de incrementos 
o cociente de diferencias. 
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Solution: 


R = X'p, luego 

5000 - 150* 


R = x 
R(x) = 


40 

5000* -150* 2 


40 


5000* -150* 2 
J?(*) = — , entonces 


40 


la tasa de cambio promedio de R, es: 

A R _ R(x+ Ax)-R(x) 
Ax 


Ax 


R = 


5000 (* + Ax) - 150 (* + A*) 2 


5000*— 150 a 2 


40 


40 


En nuestro caso, * = 15 y A* = 5 

5000(20) - 150(20) 2 


luego A R = 
A R = 


5000(15) -150(15) 2 


40 

100,000 - 60,000 


40 

75,000 - 33,750 


40 


AR = 


40,000 


41,250 


40 40 

AR = —31.25, porlo que 

AR 31.25 


40 

1000-1031.25 


A* 


= -6.25 


lo cual significa que por cada unidad incrementada, el ingreso disminuye e 
promedio $6.25. 


Ejemplo 7 

La ecuacion: P = 1000 — V*, determina una relacidn entre el precio y el nv 
mero de articulos que se venden en una fabrica, cuya ecuacion de costos es 

c(*) * 10,000,000 + 150* 

Si la production se incrementa de *, = 40,000 a * 2 = 48,400 

a) ^Cual es el increments en los costos? 

b) iCual es el incremento en el ingreso r(*)? 

c) ^Cual es el incremento en la utilidad? 
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d) ^Cuales son las respectivas tasas de cambio para el costo, el ingreso y la 
utilidad? 

Solution: 

En este caso * = 40,000 Ax = 8400 * + Ax = 48,400 

a) Ac = c(* + A*) — c(*) 

= 10,000,000+ 150 (* + x) - [10,000,000 + 150a] 

Ac = 150 x, luego como Ax = 8400 
entonces Ac = 150 (8400) = $1,260,000 

b) £(*) = *'P 

R(x)= *(1000 — V*") 

R(x)= 1000* — * \fx 
A R(x) = R(x+ A X)-R(x) 

R(x+ Ax) = 1000 (*+ A*) - (*+ A*) V*+ A* 

R(x+ Ax) = 48,400,000-10,648,000 

R(x+ Ax) = 37,752,000 

B(*)= 1000 (40,000) - 40,000 (200) 

fl(*)= 40,000,000-8,000,000= 32,000,000 
luego A R = 37,752,000 - 32,000,000 

A R = $5,752,000 

c) Como u(x) = R(x) — c(*), entonces 

u(x) = (1000* -Xyfx) — (10,000,000+ 150*) 
u(x) = 850* — x\fx — 10,000,000 
A u = u(*+ A*) — u(*) 

u(x + Ax) = 850 (x + A*) - (* + A*) V*+ A* - 10,000,000 
= 850 (48,400) - (48,400) (220) - 10,000,000 
= 41,140,000 - 10,648,000 - 10,000,000 
u(x + Ax) = 20,492,000 

«(*) = 850 (40,000) - 40,000 (200) - 10,000,000 
«(*) = 16,000,000 luego, 

Ah = 20,492,000 - 12,000,000 
A u = $4,492,000 

Observe que este incremento habria podido obtenerse asf: 

A u = A R — AC 

Au = $5,752,000 — $1,260,000 

A u = $4,492,000 
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d) Las respectivas tasas de cambio promedio son: 


Ac 

~Ax 

A.R 

A* 

A u 

Ax 


1,260,000 

8400 

5.752.000 
8400 

4.492.000 
8400 


= $150 
= $684.76 
= $534.76 


12.3 L unites 

Consideremos la siguiente ecuacion que permite encontrar la distanci 
recorrida por un movil en un tiempo t. J 

x(t) = 100+ 50t-t 2 

Ax 

En este caso particular la raz6n de cambio promedio, , se denomin 
velocidad media y la representaremos por V , asi: 

^ Ax x(t+ At) — x(t) 

~At At 

[100 + 50 (t + At) - (t + At) 2 ] [100 + 50t - 1 2 ] 

At 

100 + 50t + 50 At - t 2 — 2t At — (At)* — 100 — 50t + 

At 

50 At -2t At -(At) 2 
Af 

luego V = 50 — 2t — At, si At#0 
En este caso, si t = 20 y 

At = 5, V= 50 - 2(20) - 5, V = 5 

At = 1 , V = 50 - 2(20) - 1 , V=9 

At =0.1 V = 50 — 2(20) - 0.1; V = 9.9 

At = 0.01 V = 50 -2(20) - 0.01; V p 9.99 

Entonces, 

V= 50 — 2f — At 

se acerca al valor 10 a medida que At se acerca a cero, (recuerde que At # 0 
por lo que decimos “el lfmite de V cuando At tiende a cero es 10”, y lo r 
presentamos: 
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si At •* 0, entonces V-+ 10 


que tambien suele escribirse asi: 


Lfm = 10 
At -* 0 


Este valor lfmite de la velocidad promedio se denomina velocidad instan- 
tanea, por lo que escribimos: 

x V (t = 20) = 10 

V 

que se interpretara como la velocidad del m6vil en el instante t = 20 

Observe que hemos obtenido el valor 1 unite de Vpara cuando At se acer- 
ca a cero, y no el valor de V para cuando At = 0. 

Lo anterior nos permite definir de manera informal el lfmite 29 . 


Definition 3: 

Se dice que una funcion f tiende al lfmite L cerca de a, si 
f(x) se acerca ala medida que x se acerca a a, pero siendo 
x ¥= a y escribimos: 

Lfm f(x) = L 
x -*■ a 

Si L existe, este valor es unico. 


Aunque en algunos casos el lfmite de f(x) cuando x tiende a a coincide 
con f(a), en otros esto no se cumple necesariamente, ya que no siempre f es- 
ta definida en a y sin embargo el lfmite existe ( vease Figura 12.3). 


f 


2 Formalmente podemos definir el lfmite de una funcion asf: el lfmite de f(x ) cuan- 
do x tiende a a es igual a L, si para todo e > 0 existe algun d > 0, tal que para todo x, 
si 0 < I x — a I < d, entonces I f (x) — L I < e . 
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Figure 12.3 El Lfm f{x). 

x-*a 


A1 observar la figura podemos diferenciar tres casos: 

1. El lfmite de f en a coincide con el valor de f(a). Esta situacion permit 
evaluar el lfmite de algunas funciones en forma directa. 

Ejemplo 8 

Sea f(x) = 2x? + 3x- 2 halle el 
Lfm f(x) 
x-> 2 

En este caso Lfm f{x) = f( 2) = 2(2) J + 3(2) 2 

x-*2 =12 

luego Lfm f(x) = 12 

x -*■ 2 

2. El lfmite de f en a existe; pero 6ste es diferente de f(a) ya que f no es 
definida en a. En estos casos el procedimiento a seguir es transformar 
funcion dada en otra algebraicamente ^ual, definida en a, y despu^s ci 
cular el lfmite como en el caso 1. 

Ejemplo 9 

x* — 1 / 

Sea f(x) = calcule el Lfm f(x) f 

x+ 1 x -+ — 1 

Observe que f no esta definida en x = —1; entonces debemos transfc 
mar f(x) asf: 

jc* —1 _ ( x+ 1) (a: — 1) 

x+ 1 JC+ 1 


*-l = g(a) 
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Luego Lim f(x) = Lim (x— 1) = g(— 1) = —2 
x -*■ — 1 .*-*•+ 1 

por lo que Lim f(x) = —2 
x -* — 1 

3. La funcion f esta definida en a pero f(a) es diferente de L. 
El procedimiento a seguir es el mismo del caso anterior. 

Ejemplo 10 


Sea f(x) 

Calcule Lim f(x) 
x -* 2 

La siguiente grafica ilustra esta funcion que corresponde al caso tres de 
la Figura 12.3. 


x 7 — 4 
x—2 ’ 

5, si x = 2 


Fjc# 2 



Tenga en cuenta que el limite de f en x = 2 no depende de /(2). Para 
calcular el limite transformamos la funcion inicial asi: | 

x 7 — 4 (ar+ 2) (x — 2) 

~ = x+ 2 = g(x) 


luego 


x — 2 

Lim f(x) = Lim 


(* — 2 ) 

*+ 2 = g(2) = 4 


x -* 2 x -*> 2 

De los tres casos anteriores podemos concluir que para calcular el limi- 
te de una funcion basta con remplazar el valor de a en f(x), siempre que 
6sto sea posible; en caso contrario, transformamos algebraicamehte f(x) en 
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una funcion g(x), tal que #( fl ) exista, y este valor g(a) sea el h'mite de la 
funcion inicial. 


Ejemplo 11 

Calcule Lim (3.x + 2) 
x -*• 3 

remplazando, se tiene Lim (3x + 2) = 3(3) + 2 = 11 

x -*■ 3 


Ejemplo 12 

Calcule Lim 
x -*■ 4 


2x 2 — x — 3 


remplazando Lim 
.x-* 4 


x + 1 

2x 2 -x— 3 
x+ 1 


2(4) 2 ~ (4) - 3 
4+ 1 


25 


= 5 


Ejemplo 13 

Lfm V2 + x — y/2 
x -> 0 


x 


Como f( 0) no esta definida entonces transformamos f(x) (multiplicando por 
la conjugada) asi: 


(V2+ x-V2~) 

x 

2+ x — 2 

X [ \/2 + X+ y/2] 

luego 


(V^T1F+ V2") (V2 + * ) 2 -(V2 - ) 2 


(V2Tx + V2 x [ + V2 ] 

x 1 


x [ V2 + x + \f2 ] 


V2 + x+ 


= «(*) 


t , V2+ JC-V2" 

Lim = Lim 


x 0 


x 


x-> q V2+ * + y/2 
1 vT 


= *(0) 


, luego 


\f2+ \f2 2 \/ 2 "" 4 

V 2 

Lim /(x) = JL_ 
x ^ 0 4 

V2 + ~x — 

Observe que si remplazamos en f(jc) valores de x cer- 

x 

o 

canos a cero, obtenemos una expresion de la forma — que representa el 
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cociente entre dos numeros diferentes cercanos a cero, que se conoce como 
una indeterminacion 30 . 


Ejemplo 14 
Calcule 


Lim 
x -* 3 


* — 3 

x 2 + 2x—b 


Al remplazar se obtiene la expresion—, 


que no representa ninguna inde- 


terminacion ya que corresponde al cociente entre un numero cada vez mas 
cercano a cero y un numero cercano a 7. La siguiente tabla nos muestra que 
este cociente tiende a cero. 


|+ 2.8 

- 0.03676 


2.9 

-0.01610 


2.95 

-0.00757 


2.99 

-0.00144 


3.01 

0.00141 


3.05 

0.00675 


3.1 

0.0128 


3.2 

0.0231 


Luego 


Lim 
x -*■ 3 


x — 3 


x 2 + 2x — 8 


= 0 


Ejemplo 15 
Calcule 


Lim 
x ->■ —1 


jc 4 + 2x+ 13 
[* + 1] J 


(_1)4 + 2 (— 1) -3 


12 


Al remplazar se obtiene la expresion + (— 1) ] 2 0 

que no representa ninguna indeterminacion (recuerde que en el denominador 
no aparece realmente el cero), ya que corresponde al cociente entre un nu- 
mero cercano a 12 y un numero que se acerca a cero. La siguiente tabla nos 
muestra que este cociente es cada vez mas grande. 


- 1.2 


- 1.1 


-1.05 


- 1.01 


-1 


-0.99 


-0.95 


-0.90 


-0.80 


m 


316.84 


1226.41 


4846.20 


120206.04 


119805.9 


4765.8 


1185.61 


295.24 


30 


La indeterminacion en la expresion 




no se presents por aparecer un cero en el 


denominador (de hecho no aparece), sino porque representa el cociente entre dos nume- 
ros diferentes cercanos a cero. 
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JC 4 + 2*+ 13 


-i [i + *r 


Ejemplo 16 
Calcule 


Lfm 
x -* 2 


x 2 + 2x+ 1 
x — 2 


9 

A1 remplazar obtenemos la expresion — , que no representa ninguna 

indeterminacion como dijimos anteriormente; sin embargo un analisis de la 
tabla: 

x \ 1.8 I 1.9 I 1.95 I 1.99 I 2 1 1.01 I 2.05 I 2.1 1 2.2 
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Una observation del grafico anterior nos permite afirmar, sin embargo, 
que si x toma valores cercanos a 2 pero mayores que 2, f(x) toma valores 
grandes y positivos y si toma valores cercanos a 2 pero menores que 2, f(x) 
toma valores grandes pero negativos, situation que se presenta de la siguiente 
manera: 

Lfm f(x) = + oo y Lim f(x) - - °° 
x-+ 2* x -* 2~ 

Expresiones que se leen respectivamente: Ixmite cuando xtiende a 2 por la 
derecha de f(x) igual a “mas infinito” y limite cuando x tiende a 2 por la iz- 
quierda igual a “menos infinito”. Los anteriores lfmites se denominan late- 
rales y sirven para determinar cuando existe el Ixmite de xina funcion, me- 
diante el siguiente teorema: 


Teorema 1: Sea f(x) una funcion y a y L numeros reales, 
entonces Lfm f(x) = L si y solamente si 
x-> a 

Lfm f(x) = Lfm f(x) = L 
x^a~ x-*a + 


Ejemplo 17 

1 2 + x, V x < 1 

6 - 3x; V x > 1 

Calcule Lfm f(x) 
x -*■ 1 

La grafica de la funcion f(x) es: 
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A1 observar la grafica podemos afirmar que 


Lfm f(x) = Lfm f(x) = 3 
x -*■ 1" x -*■ 1 + 


luego por el teorema anterior Lfm f(x) = 3 

x-> 1 


En los anteriores ejemplos hemos utilizado algunas propiedades de lo 
If mites. El siguiente teorema presenta sus propiedades basicas. 


Teorema 2: Sean f y g dos funciones, tales que Lfm f(a) = A 
y Lfm g(x) = B, entonces: x -*■ a 


1. Lfmite de una suma: 


Lfm [f(x) ± ^(jc)] = Lfm f(x) ± Lfm g(x) — A±B 


2. Lfmite de un producto: 

Lfm [/(jc) • g( *)] = Lfm f(x) • Lfm g(x) = A • B 


3. Lfmite de un cociente: 


Lfm f(X) 


Lfm ^(jc) 


, B * 0 


4. Si k es una constante, Lfm k f(x} 


K Lfm f(x) 


5. Si K es una constante, Lfm k = k 


Ejemplo 18 


jc 3 + Ax? - 1 

X\fx 





Lim ( x 3 + 4 x 2 — 1) 
x -*■ 4 
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Lfm 
x-* 4 


x 3 + 4x 2 — 1 

x\fnr 




Lfm (x\fx ) 
x -*■ 4 


Lim x 3 + 4 Lfm x 2 — Lim 1 

jc -> 4 jc -*■ 4 x -> 4 64+ 4 (16) —1 127 

( Lim x\ / Lim \/~x 

x-* 4 J Ijc-^4 

El calculo de un limite no exige el detalle de las propiedades, como en es- 
te ejercicio, sino que se puede evaluar directamente como en los ejemplos an* 
teriores. 


) 


(4) • (2) 


12.4 Continuidad 

El concepto matematico de continuidad esta bastante relacionado con el 
concepto no matematico del mismo. Se dice que una funcion f es continua 
en un punto x = c, si su grafica no presenta ninguna interrupcidn en el pun- 
to e, es decir, decimos que f es continua si es posible recorrer la grafica sin 
levantar el lapiz del papel. 

En la Figura 12.4 se presentan tres diferentes opciones para una funcion 
discontinua. 



Figura 12.4 Diferentes discontinuidades para f. 


En el Caso 1, el Lim f(x) no existo, y se aprecia que f es discontinua en c. 
x -* c 

En el Caso 2, el Lim f(x) existe, pero f no esta definida en x = c. 
x-* c 

En el Caso 3, el Lim f(x) existe, f esta definida en x= c, pero el Lim f(x) # f(c) 
x-> c x-+ c 
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Lo anterior nos Ueva a la siguiente definicion: 


Definicion 4: 

Se dice que una funcion f es continua en el punto x = c, si 
se cumplen las siguientes condiciones: 

1 . f esta definida en x = c 

2. Lim fix) existe, y 
x-* c 

3. f(c) = Lfm f(x) 

X-+ c 


Definicion 5: 

Se dice que una funcion f es continua en el intervalo (a, b), si 
es continua en cada uno de los puntos del intervalo. 


Se dice que una funcion que no es continua es discontinua, pero algunas 
funciones discontinuas pueden volverse continuas. Las funciones de los casos 
2 y 3 de la Figura 12.4, pueden volverse continuas; en cada uno basta con ha- 
cer f(c) = L, para que se cumplan las tres condiciones de continuidad. Una 
funcion con este tipo de discontinuidad, se llama discontinuidad evitable. 

Como conclusion podemos decir que si f es discontinua enx= c, pero 
Lim f{x) existe, entonces basta definir fic) = Lfm fix) para remover la dis- 
x-+ c x-> c 

continuidad. 

En los siguientes teoremas, se enumera una lista de las propiedades de las 
funciones continuas: 


Teorema 3 

Si f y g son funciones continuas en c, entonces: 

1 . if ± g) es continua en c. 

2. if • g) es continua en c. 


'■(i) 


3. ( — 1 es continua en c, si gic) ¥= 0. 

4. iK g) es continua en c, para todo K e R 


Teorema 4 
1 . 


Si f es una funcion polinomica, entonces f es continua para 
todo x. 
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g 

2. Si f es una funcion rational f = — , entonces f es continua 

h 

para todo x. de su dominio. 


Ejemplo 19 
Sea f(x) = 


' x 2 — 2jc — 3 


x + 1 
2 


, Vx*-l 
, si x = —1 


Analice la discontinuidad de f. 


Para x # —1, la funcion racional f(x) 


2x — 3 


esta definida para 


x + 1 

todo x y por el Teorema 4 es continua, luego necesitamos analizar la conti- 
nuidad en x = — 1 . 

En primer lugar debemos comprobar si Lfm f(x) existe, 

x-+~l 

jc 2 — 2jc —3 , (*— 3)(*+l) 

luego, Lfm f(x) = Lfm — : = Lim 


x -* — 1 


x -*■ — 1 


X + 1 


_1 X + 1 


= Lim (x — 3) = —4 

X-+—1 

como Lfm f(x) = —4, existe, pero es diferente de f(—l) = 2, entonces 
x -*■ — 1 

concluimos que f es discontinua en x = —1, pero que esta discontinuidad 
es evitable, y para remover la discontinuidad hacemos que f{— 1) = —4. 


Ejemplo 20 


Sea f(x) 


3 — x, x > 2 
x 2 — 1 x < 2 


4 


Analice la discontinuidad de f en x = 2. 

Como f esta definida en dos formas diferentes, justo en el punto x = 2 
debemos determinar el limite con base en los lfmites laterales. Luego, 

Lfm f(x) = Lfm (3 — x) = 1 
x-*2* x-*2* 


Lfm f(x) = Lfm (x l — 1) = 3 
x-+2~ x-*-2" 


como Lfm f(x) 
x-+ 2* 


=£ Lfm f(x ) , entonces 
x 2~ 


Lfm f(x) no existe. Entonces, podemos concluir que f es discontinua en 
x-+ 2 

x = 2 y que esta discontinuidad es inevitable. 
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12.5 Laderivada 

En el ejemplo 6 de la segunda section de este capitulo, obtuvimos las tasas 
de cambio promedio para el costo, el ingreso y la utilidad calculados como: 

Ac A R A u 

, y respectivamente. 

Ax Ax Ax 


De manera similar, calculamos la velocidad promedio V al iniciar la ter- 
cera section, solo que ademas, obtuvimos la velocidad instantanea al calcu- 
lar el limite de T^cuando At -*> 0, asf: 


Lim As 

‘- 0 IT 


V instantdnea 


De manera similar habriamos podido calcular: 
Lim Ac 


Ax 


: tasa de cambio instantanea del costo. 


Lim A R ... , ... :v. 

_ . n : tasa de cambio instantanea del ingreso. 

x yj Ax 


_ . n : tasa de cambio instantanea de la utilidad. 

a ^ u Ax 

Todas estas tasas de cambio instant&neas son casos particulares de lo que 
se conoce en calculo como la derivada de una funcion, que definimos a con- 
tinuacion: 


Definition 6: 


Sea y = f(x) una funcion cualquiera. La derivada de f con res- 
pecto a x, f'(x), se define como 


f (*) 


Lim 
x -*■ 0 


fix + A *) — /(*) 
Ajc ' 


siempre y cuando este limite exista. En este caso decimos que 
f es derivable en x, y f'(x) representa la tasa de cambio instan- 
tanea de f con respecto a x. 


f\x) tambien se representa por cualquiera de los siguientes simbolos: 

, df dy 

y , , -r , DxF,DxY. 

dx dx 

Ejemplo 21 

Halle f‘(x), si f(x) = x 7 + 2x 
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= Lim 
Ax -* 0 

= Lim 
Ax -*■ 0 

= Lim 
Ax -* 0 


f(x+ Ax)-f(x) 


[(*+ Ajc) 2 + 2(jc+ Ajc)] — [a : 2 + 2x] 


x 2 + 2jcAjc+ (Ajc) 2 + 2x+ 2Ax— x? —2x 


2xAx+ ( Ax ) 2 + 2Ajc 


luego f'(x) = 2x + 2 

Ejemplo 22 

, 2 
Halle f (x) si f(x) = — — 


= Lim 2x + Ax + 2 = 2x + 2, 

Ax ^-0 


en este caso, 


f'(x) - Lim 

Ax -+ 0 


dc+ "Ax 


• 2 \fx— 2 V*+ Ajc 

= Lim ~ 7 =~ 

Ajc->-0 v*v* + A* Ajc 


Lim 

Aar-* 0 

Lim 
Ax-* 0 

Lim 
Ax-* 0 


yfx— y/x + AJC >/*"+ V* + A* 

— I'- ■■■ •' *■— » 1 11 * 

\fx + Ajc Ajc >/*"+ V* + A* 

(V* ) 2 — ( s/IT^Ax ) 2 
\/x+ Ax Ax (yfx+ Ax ) 

— Ax 

yfxT~A ~X~ Ax {yfx + \/x + Ax ) 


Lim 
Ax -* 0 


'x+ Ax (\fx ~ f \/ x + Ax ' 


-1 = -2 
\fx (\fx + \fx ) x (2 yfx ) 


luego f\x) = 


-1 

X \/x 
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Las expresiones 

Lim Ac Lim A-R y Lim AI7 

Ajc-> 0 Ax ’ Ax JC -+0 A* 

reciben en Economia nombres especiales: costo marginal, ingreso marginal y 
utilidad marginal, respectivamente. 

A continuacion ampliaremos estos conceptos y los relacionaremos con 
otros ya vistos. 

Definimos el costo total como la suma de los costos fijos mas los costos 
variables. 


C total: C(x) = C fijos + C variables 


Se define el costo promedio, C, como el costo total dividido entre el nu- 
mero de unidades producidas, esto es: 


c(jc) 

Costo promedio: C = 

x 


Se define el costo marginal como el cambio en el costo total debido al in- 

dc 

cremento de una unidad en la produccion, y se representa por — - , esto es: 

dx 


Costo marginal: C (x) = — 


Se interpreta como el costo extra unitario por cada Unidad producida de 
mas, cuando este incremento en el numero de unidades es muy pequeno. 

Definimos el ingreso R como el precio por unidad multiplicado por la 
cantidad de unidades demandadas, esto es, 


Ingreso: R (x) = x • p 


De manera similar, el ingreso promedio R se define como el ingreso divi- 
dido entre el numero de unidades demandadas, esto es, 


Ingreso medio: R = = p 
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El ingreso marginal se define como el cambio en el ingreso total debido a 

dr 

un incremento de una unidad en la demanda, y se representa por—— , luego, 

ax 



Podemos interpretar el ingreso marginal, como el ingreso adicional por 
cada unidad demandada de mas, cuando esta demanda adicional es muy pe- 
quena. 

Para la utilidad las ecuaciones son: 



Son muchos mas los conceptos marginales en el analisis economico: pro- 
duction marginal, tasa marginal de sustitucion, rendimiento marginal decre- 
ciente, producto fisico marginal, productividad marginal, etc; pero en todos 
los casos su significado es el mismo: “la tasa a la cual esta tin total cambian- 

dy 

do”, y su forma de calculo sera , en donde y representa la production, el 

dx 

rendimiento, el producto fisico, etc. 

Ejemplo 23 

La siguiente ecuacion, C(x) = 1,200,000 + O.Ijc 2 , representa el costo para 
producir x unidades, que determinada fabrica vende segun la siguiente ecua- 
cion de demanda: 

x = 100,000 — 5p 

a) ^Cual es el costo promedio de producir 10,000 unidades? 

b) iCual es el incremento promedio en los costos si se pasa de 10,000 a 
12,000 unidades producidas? 

c) iCual es el costo marginal al producir 10,000 unidades? 

d) iCual es el ingreso marginal al vender 10,000 unidades? 

e) Al vender 10,000 unidades, £cual es la utilidad promedio y cual es la 
utilidad marginal? 
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Solucion: 

_ C(x) 

a) Costo promedio C = — — — ; x = 10,000 


1,200,000+ 0.1(10, 000) 1 
10,000 


C = $1120 

b) AC = C(x+ Ax) — C(x) 

= c(12,000) — c (10,000) 

= 1,200,000+ 0.1(12, 000) J -[12,000,000 + 0.1(10,000)’] 

Ac = $4,400,000 


El incremento es de $4,400,000 

c) Costo marginal C'(x) = ? 


C'(*) = Lfm 

Ax -* 0 

= Lfm 
Ax -*• 0 

= Lfm 
Ax -*■ 0 

= Lfm 
Ax-* 0 


Ac 

Ax 

c(ac+ Ajc) — c(jc) 

Ax 

1,200,000 + 0.1(ac + A*) 2 - [1,200,000 + 0.1 ** ] 
Ax 

0.1 ( x 7 + 2xAx + (Ax) 2 — 0.1 x 2 
Ax 


C(x ) = Lfm 0.1 (2* + Ax) 
A*-*’ 0 


C'(cc) = 0.2x , luego 

C '( 10 , 000 ) = 0.2 ( 10 , 000 ) = $2000 

d) i?( jc) = X' p 


R(x) = * (100,000 — x) 


R(x) = — (100,000x — x 1 ), luego 

5 

, R(x + Ax)-R(x) 

R(x) = Lfm — 

Ax -* 0 ^ x 


R’(x) = Lfm 

Ax -* 0 


[20,000(x + A x) — 0.2 (x + Ax) 2 ] — [20,000:*: — 0.2** ] 

Ax 
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!?'(*) 


Lim ■ 
A*-* 0 


20,000A*-0.2 (2*A* + (A*) 2 ) 

Ax 


R'(x) = Lim (20,000 — OAx — 0.2A*) 

Ax ■* 0 

R'(x) = 20,000 - 0.4*, luego £'(*) (10,000) = 16,000 
e) U(X) = R(x)~ c(x) 

U(x) = 20,000* -0.2* 2 -[1,200,000+ 0.1* 2 ] 

U(x) = 20,000* -O.a * 2 —1,200,000 , luego 

U = U(X)/x, 

_ _ 20,000*- 0.3* 2 - 1,200,000 

* 


U (10,000) = 

F(io,ooo)= 


20,000(10,000) - 0.3(10, 000) 2 - 1,200,000 

10,000 


168,800,000 

10,000 


$16,880 


es la utilidad promedio. 


Utilidad marginal, U'(x) = ? 


U\x) 


Lim 
A* -*■ 


u(*+ A*) — U(x) 

0 


U'(x) 


[20,000(*+ A*)-0.3(*+ A*) J —1,200,000]— 

[20,000* - 03* 2 -1,200,000] 

Lim — — — 


A* -* 0 


A* 


U’(x) 


20,000A*— 0.6*A*— 0.3(A*) 2 
Lim 

A* -* 0 A x 


[/'(*) = Lim 20,000- 0.6* -0.3A* 

A*-»- 0 

luego U’(x) = 20,000 - 0.6*, 

por lo que J7'(10,000) = 20,000 - 0.6 (10,000) 

[7'(10,000)= $14,000 


12.6 Algebra de derivadas 

Utilizar la definicion para calcular la derivada de algunas fvmciones resulta 
muy dispendioso, por lo que es necesario conocer reglas que faciliten este 
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procedimiento. Estas reglas conformant lo que se denomina el algebra de de- 
rivadas. 


Derivada de la funcion potencia 

La derivada de una funcion potencia y = f(x) = ax n es: 


d 

[ox"] = nax"-' 

dx 


6 f'(x) = nax n ~ l 


12.1 


Ejemplos: 


1. [3* 2 ] = 2x3a 2 - 1 = 6* 1 = 6jc 

dx 


n 1 , (*)-» 5 j. 

,l = -2 H)* = ~J X 


2 - ^[- 5 ,+] 4 (- 6 ), 


_ 1 j_ dy 7 i 

3. y = = — — = x~r 

2 dx 10 


Derivada de la funcion constante 

La derivada de la funcion constante y = f(x) = k es: 


d 

d 

d 

— [y ] 

dx 

-S’ 1 "*"- 

o 

II 

Ta 


12.2 


donde (12.2) se puede escribir en forma equivalente como 


dy 

dx 


dk 

~dx 


= /'(*) - 0 


Puesto que la grafica de una funcion constante es siempre una linea 
recta horizontal con pendiente cero, entonces la derivada (que mide la 
pendiente de una funcion (eurva) en un punto) de una funcion constan- 
te debe ser cero. Por ejetnplo, la derivada de cada una de las funciones 
constantes: y = f(x) = a, y = f(x) = 12, y y = f(x) = —4, es cero. 

Derivada de la suma y diferencia 

Si y es la suiria (diferencia) de dos funciones, como y = f(x) ± g(ar), enton- 
ces la derivada de esta suma (diferencia) es 
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— [f(x) ± g(x)] = [f(x)f [£(a)] = f'(x) ± g\x) 


Asimismo, u = f(x) yv = g(x), se puede escribir de nuevo como 


d 

du 

dv 

-j- [» + V] = 
dx 

dx 

dx 


12.3 


12.4 


Ejemplos: 

1. Si y = lx' 7 + 3al, con u = f(x) = lx' 7 yi) = g(x) = 3a?, entonces 

— [7a' 2 + 3a?] = — [7a' 2 ] + ^-[3 jct] = -14a' 3 + a t 

dx dx dx 

2. Si y = 15 jct — 2a 2 , con u = f{x) = 15a?- yv = g(*) = — 2x 7 , entonces 

— [l5a?" — 2a: 2 ] = — [l5a ?]— — [2a 2 ] = 5a'? — 4a: 

da: dx dx 

. dy 5 i - 

3. y = —2a" 3 + 5a~ + 4a' 2 = = 6a" 4 + — a" j — 8a' 3 

da 2 

Derivada de un producto 

Si y es el producto de dos funciones, por ejemplo de y = f(x) g(x), enton- 
ces la derivada de este producto es 


d 

da 


[f(x)g(x)] = f(x)g'(x) + g(x) f'(x) 


12,5 


Asimismo, tomando u = f(x) y v = g(x), se puede escribir de nuevo 
como 


d 

dv 

du 

[uv\ — u 

+ V 

— : 

dx 

dx 

dx 


12.6 


Ejemplos: 

1. Si y = (2a 2 + 5a) (3a 3 ), con u = f(x) * 2a 2 + 5x y v = g(x) = 3a 3 , 

du , dv, 

asf que = f (a) = 4a + 5 y = g (a) = 9a 2 , entonces: 

da da 


da 
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— [(2a: 2 + 5a:)(3a?)] = (2a? + 5a:)(9* 2 ) + (3a: 3 )(4a:+ 5)= 30a? + 60 a? 
dx 

La regia del producto se puede extender al caso de tres funciones. Por 
ejemplo, tomando w = h(x), entonces 


d 

dw 

dv 

du 

— [uvw] = uv 
dx 

+ uw 

dx 

+ uw 

dx 

dx 


2. y = (3a? + 19) (6a:- 2 + a: 3 ) 

du dv , 

Tomando u = 3a? + 19 y v = 6at 2 + a? , tal que — = 6a: y — =- 12aT 
+ 3x 2 , entonces la derivada de y es: 

— [uv] = (3a: 2 + 19) (— 12aT 3 + 3a: 2 ) + (6at 2 + x 3 ) (6a:) 
dx 

= 15a? + 57a? — 228at 3 

3. y = (1 + x ) (2a:) (3a? ) 

du dvdw 

Tomando u = 1+ x , v = 2 xy w = 3a? , tal que — = = ^ ^ ~ 

entonces la derivada de y es: 


— [uvw] = ( 1 + a:)(2a:)(6a:)+(1+jc)(3a: 2 )(2)+(2a:)(3a: 2 )(1) = 24a: 3 + 18a: 2 
dx 


Derivada de un cociente 

Si y es el cociente de dos funciones, por ejemplo de f(x)lg(x), entonces la de- 
rivada de este cociente es: 


d 

r ml 

g(x) f\x) - f(x)g'{x) 

dx 

g(x)_ 

[g(x)? 


De igual manera, tomando u = f(x) y v = g(x), se puede escribir de nuevo 
como 


d 

" U 1 - 

V 

du 

dx 

du 

U dx 

dx 

JJ ' 



V 2 


12.9 
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Ejemplos: 


(4X 2 + 3a:) 

1. Si y = , con u = f(x) = 4x 2 + 3x y v = jr(x) = 2x + 1 

(2* + 1) 

du , dv , 

tal que = f(x)= 8x+ 3 y — — = g (x) = 2, entonces 

dx dx 

d 4x 2 + 3x (2x+ 1) (8x+ 3)-(4x 2 + 3x) (2) 8x 2 + 8xf3 

~dx 2x + 1 (2x + l) 2 (2x + l) 2 


X 3 

(A 2 + 7) 


Tomando u = x 3 y v = 
ces la derivada de y es: 


a 2 + 7, tal que 


du 

dx 


= 3x 2 y 


dv 

= 2x, enton- 

dx 


d / u\ (x 2 + 7) (3X 2 ) - (x 3 ) (2x) x 4 + 21x 2 
dx" VW"" (x 2 + 7) 2 (x 2 + 7) 2 


3. y 


(1+ f) 

(2X 2 + 1) 


, du dv 

Tomando u = 1+ xy v = 2xr + 1, tal que = 1 y —**-> 

dx dx 

ces la derivada de y es: 


4x, enton- 


d / u \ (2X 2 + 1)(1)-(1+ x) (4x) _ —2 x 2 — 4x+ l 

dx" \V / (2x 2 + l) 2 ” (2X 2 + l) 2 


12.7 La regia de la cadena 

La regia 12.1 para una potencia, se utiliza cuando la base sea x, como en 
y = x ^ . En el caso de que la base sea una funcion que dependa de x, como 

en y = (x 2 + 5x)3 , la regia para la derivada de una potencia no es suficien- 
te y entonces necesitamos utilizar lo que se conoce como la regia de la cade- 
na. 


Regia de la cadena: Si y es una funcibn que depende de u, 
y == y(“)> donde u es una funcion que a su vez depende de 
x, u = u(x), entonces la derivada de y con respecto a x se 
calcula asi: 


dy _ dy 
dx du 


du 

dx 


oy'(x) = y'(u) ’ u'(x) 


12.10 
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Ejemplos: 

1. Sea y - 3 u 2 + 2«-lyu = 3 a : + 4 

dy 

Calcule — - — . 

dx 

dy dy du 

dx du dx 

= (6u + 2) (3) 

= 18u + 6 
= 18(3#+ 4) + 6 
= 54#+ 78 


2. Seay = v^# 2 + 7# — l) 1 , calcule y'. Expresamos y asi antes de deri- 
var. 2 

y = (5# 2 + 7#— l) 5 , entonces 

y'= — (5#* + 7#-l)"*‘ (5# 2 + 7#-l) 

5 

= — (5# 1 + 7#-l)"^ (10#+ 7) 

5 

2(10#+ 7) 

5 v/^# 2 + 7#-l) s 

Nota: La expresion (5# 2 + 7# — 1)' corresponde a lo que se denomina 
la derivada interna de una funcion. 


, observe que la derivada interna 
es un cociente, 


3. y = 


y = 


calcule y ' 


/ # 2 + 1 y 
\ #+ 2 / 

/# 2 + l \ 2 /# 2 + l \ 

3 \ #+ 2 / \ #+ 2 / 


luego debemos derivar como tal, asf: 


/# 2 + l \ 2 /# 2 + 4 #- l \ 

y #+ 2 J V (*.+ 2) 2 / 


12.8 Derivaci6n implfcita 

Gran parte de las ecuaciones analizadas han sido expresadas en forma explfci- 
ta, esto es, una de las dos variables estaba dada explicitamente en terminos 
de la otra, como estudiamos en el Capitulo 10. 
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Ejemplos: 

C(x) = 1000 + 3x 
S(t) = 4t 2 - 1 

Estas ecuaciones estan expresadas en forma explfcita. 

Sin embargo no todas las funciones estan expresadas en esta forma; algu- 
nas estan escritas en forma implicita 32 como xy = 1. 

dy 

Para calcular en esta ultima expresion — , podemos despejar “y” en 

dx 

funcion de “jc” y derivar asf: 

1 dy 1 

y .luego — - - — 

El metodo anterior sirve solamente cuando despejar “y” de la implicita 
sea facil, pero, ^como despejaremos “y” en la siguiente ecuacion? 

xy 2 + y 3 = 5 + jc 3 

dy 

Es claro que para calcular necesitamos un procedimiento en el que 

dx 

no tengamos que despejar “y”; 6ste se denomina “ Derivacidn implicita”. 

Asf, los terminos que son una funcion de x se derivan comun y corriente 
y los terminos que son una funcion de “y” se derivan utilizando la regia de 
la cadena: 


Ejemplo 24 

d(* 2 ) 


= 2x 


d(y 3 ) 


dx dx 

Se asume que “y” es una funcion que depende de x. 

dy 

Para calcular en una funcion implicita se deriva en ambos miem- 

dx 

dy 

bros de la ecuacion con respecto a x y se despeja de la expresidn obteni- 

dx 


Viase Capftulo 10. 
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Ejemplo 25 

dy 


Calcule 


dx 


en xy 2 + y 3 = 5 + x? 


Derivando con respecto a x se obtiene: 

x - (y 2 ) + y 2 -7- («) + d(dx (y 3 )) = ■— (5) + -7- (a 3 ) 
dx dx dx 

x2y— + y 2 (1)+ 3y 2 = 0+3x 2 

dx dx 


dx 


dy 

dx 


[2ay + 3y 2 ] = 3x 7 — y 2 

dy 


dx 


3a 2 — y 2 
2xy + 3y 2 


Ejemplo 26 

Calcule en yfx+ y + 3.x 2 = xy 2 + 1. 

dy 


Dividiendo con respecto a y se obtiene: 

d 


d _i_ d 

— (x+y)> + — (3^) = 

dy L J dy 


A (xy 7 ) + — (1) 

dy dy 


1 1 dx dy dx dy dx 

— (x + y)~l + + 6a: = x*2y — — + y 2 — — + 0 

2 dy dy dy dy dy 


dx 


dy 

- + 1 

dx 

2 yjx + 

Y 

dy 

dx 

1 

+ 6x — y 

dy 

2 yjx+ y 

dx 

2xy 

— 

dy 

1 



] ■ 


dx 

dy 


2xy 


2 y/x + y 


2 sfx 1 ? y 


2 V^e+y 


+ 6 a: — y 2 


La derivacion implicita se utiliza tambi^n para calcular derivadas con 
respecto a una variable de la ecuacion original. En este caso se supone que 
las variables de la ecuacion dependen de dicha “variable ajena”, y por tanto 
las derivadas se calculan por medio de la regia de la cadena. 
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Ejemplo 27 


1 


dv 


Sea v = 77 R 2 • 

h. calcule 


3 


dt 


d it 

d 

(R 2 *h) 


~dt T 

dt 


7T 

1 R 2 

d(h) 

— — — + h 

df? 2 ~| 

3 

dt 

dt J 

77 

R 2 

dh 

di?l 


+ 2 Rh 

3 

_ 

dt 

dt J 


Ejemplo 28 

4 

Sea V = — it R 3 el volumen de una esfera de radio R. 
Calcule: 

a) La variacion del volumen con respecto al radio. 

b) La variacion del volumen con respecto al tiempo. 


Solution: 

dv 

a) — — = 4 ; t R 2 (Observe que es una derivada de una funcion explicita). 
aii 


dv 

b) — 
dt 


4 d 

— 77 — R 

3 dt 


= — 77 3i? 2 
3 


dR 

dt 


= 4 v R 2 


dR 

dt 


12.9 Derivadas de funciones exponenciales y logarftmicas 

En el capitulo anterior se estudiaron las funciones exponencial y logantmi- 
ca, y = e x y y = Ln x. En esta seccion trataremos la derivada de estas fun- 
ciones y algunas de sus aplicaciones. 


Si 


y = e x . 


entonces 


dy 

dx 


= e* 


12.11 
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Si U = U(x), y y = e u(x) , entonces 
d y = _ <*« 

da: da: 


Ejemplo 29 


Sea y = e 2x+l 


entonces 


dy 

da: 


dy 

dx 


2 e 2x * 1 


e 7x*l jL 

dx 


(2x + 1) 


Ejemplo 30 

Sea y = e" N// \ entonces - = e~ y T* • (— V*) 

da: da: 

dy _ _ e-V*~ 

da: 2 yfx 


Si y 


Ln jc, entonces 


dy 

da: 


1 _ 

a 


Si u = t/(a:)y 

y 

= Ln u, entonces. 

dy 

i 

du 

d* 

u 

dx 


Ejemplo 31 

Sea y = Ln (x + 2), entonces 
dy _ 1 

dx (a:+ 2) 


Ejemplo 32 

Sea y = Ln (a? + 2*- 
dy 


1), entonces 
1 


da: 


a? + 2a:— 1 


♦ (3a? + 2) = 


3a? + 2 
jc 3 + 2ar+ 1 


12.12 


12.13 


12.14 
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12.10 Derivadas de orden superior 


En el presente capitulo hemos obtenido la velocidad de un movil, al derivar 
la ecuacion x(t) que daba la posicion del mismo. Esta es entonces una defini- 
tion de la velocidad como la derivada del espacio con respecto al tiempo 


v(t) = 


dx(t) 

dt 


De manera similar podemos obtener una ecuacion para la aceleracion, 
como la derivada de la velocidad con respecto al tiempo. 

Esta segunda derivada es de orden superior. Podemos calcular derivadas 
de cualquier orden (entero positivo), con una regia similar a la anterior: la 
segunda derivada es la derivada de la primera derivada, la tercera derivada es 
la derivada de la segunda derivada, y asf sucesivamente. 

Las siguientes son las derivadas de orden superior y sus diferentes formas 
de anotacion: 


Primera derivada: 


dy 

dx ’ 

df_ 

dx 


Segunda derivada: 

y", f"(x). 

d 2 y 
dx 2 ’ 

d 

dx 

(/) 

Tercera derivada: 

y"\ 

d 3 y 
dx? ’ 

d 

dx 

<y") 

Cuarta derivada: 

y (4) ,/< 4) (x), 

d 4 y 
dx? ’ 

d 

dx 

(y'") 

n-esima derivada 

y(” >,/<">(*), 

d n y 

dx n * 

d 

dx 

(y(«-‘) 


12.11 Resumen 

Recuerde que: 

1. Sean y = f(x) y y { *1 , x 2 ) G D f tal que y j - f(x x ) y y 2 = f(x 2 ) 

Se define incremento de x por Ax = x 2 — x t e incremento de y por 
Ay = y 2 -y t = f(x 2 )-f(x 1 ) 

2. Tasa de cambio promedio se define como: 

Ay _ f(x+ A x) — f(x) 

Ax Ax 

3. Una funcion tiende al limite L, cerca de a , si f(x) se acerca a L a medida 
que x se acerca a a, pero siendo xi^ ay se escribe: 

Lim f(x) = L 
jc-+ a 


Si L existe, este valor es unico. 
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4. Sean fyg dos funciones, tales que 

Lfm f(x) = A y Lfm#(*) = B, entonces 
x-> a x-+ a 

a) Lfm f(x) ± g(x) = Lfm f(x)± Lim g(x) = A ± B 

x a x -*• a x-+ a 

b) Lim f(x) • g(x) = Lfm f(x) ± Lfm g(x) = A'B 

x -»• a x-+ a x-+ a 

Lfm f(x) 

C) Lfm [ m 
x-+a |_g(*) 

x-* a 

d) Para k constanteLfm kf(x)= Lfm k Lfm f(x) 
x-+ a x -*■ a x -*• a 

= ft Lfm f(x) ~ K’ A 

x^- a 

5. Se dice que una funcion f es continua en el punto x = c, si se cumple 

a) f esta definida en x = c 

b) Lfm f(x) existe 
x-+ c 

c) f(c)= Lfm f(x) 

x^>- c 

6. La derivada de una funcion se nota como f’(x ) y se define asf: 


f’(x) = Lfm 

Ax ■* 0 

f{x+ Ax) -f{x) 

A x 

7. Costo marginal = 

dc , 

_ =«,.) 

Ingreso marginal = 

% - «'<*> 

Utilidad marginal = 

- u 'w 

8. Algebra de derivadas 



a) Derivada de una potencia 

si f(x) = , entonces f'(x) = n x n ~ l 

b) Derivada de una funcion constante 
si f{x) = ft, entonces f'(x) = 0 


x-* a 
Lfm g 


, B¥= 0 
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c) Derivada de la suma y diferencia 

si y = f(x) ± g(x), entonces y' = f\x) ± g\x) 

d) Derivada de un producto 

si y = f(x) • g(x), entonces f(x) g'(x) + f\x) g(x) 

e) Derivada de un cociente 

f(*) , g(x)f(x)-f(x)g'(x) 


siy = 


entonces y ' = 


g(x) 

9. Regia de la cadena 
, Si y = y(u) y U = u(x), entonces 
dy dy du 


Uf (*)] 2 


dx du dx 

10. Derivada de la funcion exponencial 
si y = e x , entonces y ' - e x 


oy'W = y'(«) • «'(«) 


si u = u(x) y y - e u(x) , entonces 
11. Derivada de funcion logaritmica 


dy 

dx 


= e 


du 

dx 


si y = In x, entonces y' = — 

x 


dy 


du 


si u = u(x) y y = In u, entonces — = — 

dx u dx 


12.12 Ejercicios y problemas 

Calcular los siguientes limites 

, T * x * - 4 
a) Lim 

x^2 x ~ 2 


b) Lfm 
x-* 3 

c) Lfm 

1 

d) Lim 
x-+ 0 


x? — 9 
jc-3 

X s -1 

x 3 -1 
■v/*+ 4 — 2 

x 

>/F— 2 


e) Lim 
x-* 4 


x 4 
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f) Lim 
jc -*• 0 

g) Lim 
x -*• 0 


'JC + 2 - y/Y 


IfaT- FI-1 


jc 3 + 8 


h) Lim 

jc^-2 x+2 

3jc* — 17jc + 20 
^ ^jc 2 ~ 25jc+ 36 

2 — \/4 — x 


k) Lim 
J c->2 + 


l) Lim 

jc -*• 3' 

m) Lim 

7 

n) / Lim 

jc -»• 4 

ii) Lim 


jc— 7 
I jc— 7 I 

\fx~— 2 


2jc — 1 


2. Para cada caso encuentre Lim /(jc), Lim /(jc), Lfm /(jc). 

jc -*■ 3" jc -*■ 3 + jc -*■ 3 


a) /(jc) = 


b) f{x) = 


jc 2 , si jc > 3 
2jc + 3, si jc < 3 

2jc, si jc < 3 
jc 3 , si jc S* 3 


( jc 2 — 2, si jc > 3 
2jc+ 1, si jc < 3 

3. Utilizando la definicion de derivada, calcule y' para cada una de las si- 
guientes funciones: 


a) y = 


4jc+ 1 
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b) y = V5 — x 

c) y = x 3 —2 

4. Calcule la derivada de: 

g 

a) y = jc 5 — 4x* + — — 1 

2jc 

b) y = x 6 — x+ 2 

c) y = [a 2 + 3 jc] [jc 3 — 2jc] 

, x 3 — jc 2 + 5jc+ * 

d) y = = 


e) y 

f) y 

g) y 

h) y 


10 

x 


(5jc-1) 3 
15 -jc 2 

(1 + V*) JC 3 



JC 

1 + JC 2 

(JC 3 + l)(5-v^) 

JC 2 

(jc 2 + 2jc + 3) (s/x ) 

(jc 3 + 5jc+ 2) 
y/x - • \fx 

JC 2 + 1 

= V3JC 1 + 2jc+ 5 

5. Calcule la derivada de las siguientes funciones exponenciales y logant- 
micas: 

a) y = e* 2 

b) y = -i- In jc 2 

A 

c) y = (3 + In jc 3 ) e' 2x 


’ In (jc 2 + l) 3 

e) y = jc 3 + In (1 + x? ) 

f) y = (In jc) 3 


i) y 

j) y 

k) y 

i) y 

m) y 
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g) y = In 


V2x + 1 

(x 2 + l) 5 


3 ] 


6. Utilizando la derivacion logaritmica calcule y 


a) y 

b) y 

c) y 

d) y 

e) y 


= >/«' • m (f ) 

= 6-’ 

= e in* 

= X x 

V* 2 - 1 V 2a 3 + 3* 


7. Calcule la derivada de las siguientes funciones implfcitas: 

a) a 2 — y* = 3 

b) Ay = 4 jc+ 1 

c) ^y + jcy 5 + 12 = rr 

d) 2y 3 + 4xy + x 2 — 7 = 0 

e) X s + y 3 jc+ yjc 2 + y 5 = — 1 

8. Calcule y y ' ' y y ' ' ' en cada uno de los siguientes casos: 

a) 2 X 

b) e* 2 

c) (jc 2 — 1) e x 

d) (V* 3 -2x+ 1 ) (x-l) 

e) x 2 In (jc 3 — 1) 

9. Ejercicios de aplicacion: 

a) Se estima que al cabo de t axios, el tiraje de un periodico local sera T(t) = 
100f 2 + 400t+ 10,000. 

— Halle A t, si t cambia de 2 a 5 
— Halle e interprete T' (t = 3) 

b) Halle la velocidad promedio entre f = 2 y t = 10 

lA que velocidad se esta moviendo el objeto al cabo de t = 5 minutos? 

c) Un estudio ambiental de cierta comunidad suburbana sugiere que al cabo 
de t anos el nivel promedio de monoxido de carbono en el aire sera de 
Q(t) = 0.05t 2 + 0.1t+ 3.4 partes por millon. 

— j,A que ritmo estara cambiando el nivel de monoxido de carbono 
dentro de un ano. 

— ^Cuanto cambiara el nivel de monoxido de carbono este ano? 
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d) Se estima que al cabo de t anos, la poblacion de cierta comunidad subur- 

6 

bana sera de P(t) =20 — - miles. 

t+ 1 

— Obtenga una formula para el ritmo de cambio de la poblaci6n con 
respecto al tiempo. 

— que ritmo estara creciendo la poblacion de la comunidad dentro 
de un aiio? 

— ^Cuanto crecera realmente la poblacion dentro de 9 anos? 

— ^Que sucedera en el futuro con el ritmo de crecimiento de la pobla- 
cion? 

e) El ingreso mensual total de un fabricante es de R(q) = 240q + 0.05g J 
dolares cuando se producen q unidades durante el mes. Usualmente el 
fabricante produce 80 unidades por mes y planea aumentar la produc- 
tion mensual en una unidad. 

— Use el analisis marginal para estimar el ingreso adicional que sera ge- 
nerado por la produccion de la unidad 81. 

— Use la funcion de ingreso para calcular el ingreso adicional real que 
serd generado por la produccion de la unidad 81. 

f) Un fabricante produce cierto articulo que vende a $7500 cada uno. Sus 
costos de produccion son: $240,000 de arriendo y $3800 por material y 
mano de obra. Calcule la utilidad marginal al producir 50 artfculos. 

g) La siguiente ecuacion de demanda p = 4300 — 86.x, relaciona el numero 
x de artfculos vendidos a un precio p. 

— Obtenga el ingreso marginal al producir 40 unidades. 

— A un precio de $600, <j,cual es el ingreso marginal? 

— Si el costo total al producir x unidades es c(x) = 3000 + lOx, ^cual 
es la utilidad marginal al producir 40 unidades? 

h) En cierta fabrica, el costo de producir x unidades es c(x) = 0.4x J + x + 
$300,000; la experiencia ha demostrado que se fabrican x(t) = t 1 + lOt 
unidades en las primeras t horas. Calcule la razon a la que cambia el cos- 
to al producir x = 400 unidades en las primeras 12 horas. 

i) Un importador de cafe brasilero estima que los consumidores locales 

4.374 

compraran aproximadamenteD(p) = — ^ libras de cafe por semana 

P 2 

cuando el precio sea de p pesos por libra. iA que ritmo estara cam- 
biando la demanda de cafe al cabo de 10 semanas? ^Estara creciendo o 
decreciendo su demanda? 
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CAPITULO 


13 

Aplicaciones de la 

derivada 


OBJETIVOS 

A1 finalizar el presente capitulo, el estudiante estara en capacidad de: 

1. Construir la grafica de una funcion por metodos difereneiales. 

2. Resolver problemas de aplicacion de maximos y mmimos. 

3. Calcular la razon de cambio de una variable relacionada con otras por 
medio de una funcion. 

4. Hallar la ecuacion de la recta tangente a una curva en un punto dado. 

13.1 Introduccidn 

Es dificil valorar la importancia de la construction de graficos en matemati- 
cas. Rene Descartes (1596 - 1650) los utilizo por primera vez, contribuyendo 
en gran medida a los avances matematicos de la segunda mitad del Siglo 
XVII. Actualmente todas las ciencias hacen amplio uso de las graficas para 
describir relaciones entre variables. En este capitulo estudiaremos el procedi- 
miento para la realization de una grafica por metodos difereneiales, tambien 
el sistema necesario para obtener el punto optimo de una funcion; maximi- 
zar utilidades y disminuir tiempos, son problemas que se aprenderan a resol- 
ver en este capitulo. 

13.2 La grafica de una funcidn 

Hasta ahora, el metodo utilizado para realizar la grafica de una funcion ha si- 
do construir una tabla de valores para luego dibujar cada pno de los puntos 
obtenidos en el piano cartesiano y obtener asi la grafica. 

Este metodo, aunque puede ser muy facil, y puede servir para realizar 
una buena cantidad de graficas, es poco confiable para la obtencion de la 
grafica de ciertas funciones. En esta seccion desarrollaremos una metodolo- 
gia basada en ciertas propiedades de las funciones y sus derivadas, para reali- 
zar en forma correcta la grafica de una funcion dada. 

La metodologfa en cuestion consiste en realizar una serie de pasos, con 
los cuales es posible determinar las caracterfsticas mas importantes e intere- 
santes de una grafica. Estos pasos son: 


281 
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Pasos para la obtencion de una grafica 

1. Determinacion de los cortes con los ejes. 

2. Obtenci6n de la primera derivada y de los posibles puntos 
crfticos. 

3. Obtencion de la segunda derivada y de los posibles puntos 
de inflexidn. 

4. Determinacion de las regiones de concavidad (convexidad). 

5. Determinacion de las regiones de crecimiento y decreci- 
miento y de los maximos y mfnimos. 

6. Obtenci6n de las asfntotas de la funcidn, si existen. 

7. Realizaci6n de la grafica. 


Unos pasos se deben realizar en estricto orden y otros no; para evitar 
confusiones y facilitar el aprendizaje, procuraremos seguir este orden esta- 
blecido 33 . 

A manera de ihistracion, trabajaremos algunos ejemplos y desarrollare- 
mos la teorfa necesaria en cad a caso. 

Ejemplo 1 

Realice la grafica de f(x) = x 3 + Ax 2 + 5x — 2 
Paso 1: Determinacion de los cortes con 16s ejes 
Para hallar los cortes con los ejes procedemos asf: 

a) Los cortes con el eje X se encuentran al resolver la ecuacion f\x) *» 0. 
En nuestro caso, 

jc 3 + 4x* + 5x — 2 = 0 

Por medio de la division sint4tica, analizada en el Capftulo 7, conclui- 
mos que x = 1 y x = 2 son soluciones de la ecuacidn; por tan to i = 1 y 
x = 2 son los cortes de la grafica con el eje X. « u 

b) Los cortes con el eje Y se encuentran alcalcular f(x = 0) 

En nuestro caso, 

f( X = 0) = —2 

Por lo que el corte con el eje Y, est6 ubicado eny = —2. 

Los cortes de la grafica son: (1, 0) y (0, -2). 

Paso 2: Obtencion de la primera derivada y de los posibles puntos crfticos 


33 Es posible que el mismo varfe un poco de un texto a otro. 
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A1 calcular la primera derivada de f(x) obtenemos: 

f'(x) = 3x 2 — 8a: + 5 

La determination de los puntos criticos se realiza de acuerdo con la si- 
guiente teoria: 


Definition 

Si f{c) existe, decimos que c es un punto critico de f, si f'(c) 
= 0 6 si f '(c) no existe. 


a) En el caso f '(c) = 0, f presenta un maximo o mfnimo local en c, esto es, 
f(c) es el valor mayor o menor de un intervalo que contiene a c ( vease 
Figura 13.1). 



Formalmente definimos los puntos m&ximos y minimos locales 34 asf: 

b) En el caso de que f'(e) no exista, puede ser que en f(c) se presente “un 
pico”, o que c es tal, que Lfm f'(x) = °° {vease Figura 13.2). 

x^ c 


34 Los valores maximos y mfnimos locales tambi€n se denotninan valores maximos y 
minimos relativos, o simplemente extremos relativos. 
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En nuestro caso: f (a) = 3* J — 8* + 5, luego f'(x) esta definida para 
todo x, por lo que los unicos puntos crfticos son los valores de x, t al que 

5 

3x* —8x+ 5 = 0; es decir x = — , x = 1 son los puntos crfticos. 

Paso 3: Obtencion de la segunda derivada y de los puntos de inflexion 
La segunda derivada de f(x) es: 

f"(x) = 6* — 8 

La determination de los puntos de inflexion se realiza de acuerdo con la 
siguiente definition: 


Decimos que c es un punto de inflexion, si /''(c) =06 
f "(c) no existe: c es un punto en el que la grdfica de f cambia 
su concavidad, de concava hacia arriba a c6ncava hacia abajo, 
o viceversa 35 . 


Decimos que una grafica es concava hacia arriba si la grdfica queda por 
arriba de sus rectas tangentes, en caso eontrario, decimos que es concava ha- 
cia abajo. Wase Figura 13.3. 


35 Algunos au tores la llaman convexa arriba o corvexa abajo. 
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Figure 13.4 Puntos de inflexidn. 


En nuestro caso, como f'(x) = Gx — 8, f'(x) estd definida para todo x, 
los puntos de inflexion son los x tales que f"(x) = 0, esto es: 


6 * — 8 = 0 
8 4 



x = — es el unico punto de inflexion. 

Paso 4: Determinacion de las regiones de concavidad 

La determinacion de las regiones de concavidad se basa en el siguiente teore- 
ma: 
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Teorema 1 

Si f es una funcion con segunda derivada, entonces: 
f es concava hacia arriba, para todo * tal que f"(x) > 0. 
f es concava hacia abajo, para todo x tal que f"(x) < 0. 


En nuestro caso sabemos que f"(x) = 6x — 8; por tanto /'sera concavo 
hacia arriba con los x en los que 6x — 8 > 0, y concava hacia abajo en los x 
en los que 6x — 8 < 0. 

Siguiendo el procedimiento descrito en la segunda seccion de este capitu- 

4 4 

lo, podemos determinar que f" > 0 si * > — y /" < 0 si x< — , luego, f es 

3 3 


4 4 

concava hacia arriba si x > — , y f es concava hacia abajo si x < — .La Ta- 

3 3 

bla 13.1 resume dicha informacion. 


X = 

4 

3 

— 

+ r 

n 

U f 

■ P Un 

C6ncava abajo ♦ , n ^ 

lt0de ^ 

exi6n ^ C6ncava arriba 


Tabla 13.1 


Paso 5: Determinacion de las regiones de crecimiento y decrecimiento, 
y de maximos y mxnimos 

La determinacion de las regiones de crecimiento y decrecimiento se basa en 
el siguiente teorema: 


Teorema 2 

Si f es una funcion con primera derivada, entonces: 

— f es creciente, para todo x tal que f'(x) > 0. 

— f es decreciente, para todo x tal que f '(*) < 0. 


El concepto de funcion creciente y funcion decreciente viene dado por la 
siguiente definicion: 
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Se dice que f es una funcion creciente en un intervalo, si da- 
dos dos puntos x t y x 2 , con x x < x 2 , entonces f(x t ) < f(x 2 ). 
f es decreciente, si dados jcj < x 2 , entonces /(#,) > f(x 2 ), 
vease Figura 13.5. 



En nuestro caso, f'(x)= 3x 7 —8x+ 5. 

Para hallar las regiones de crecimiento o de decrecimiento, debemos en- 
contrar los valores de x, tales que f '(x) > 0, f'(x) < 0, respectivamente. 

De manera similar, obtenemos dichas regiones solucionando: 3x 2 — 8jc + 
5 > 0 y 3a 2 -8 jc + 5 < 0. 



En la Tabla 13.2, observamos que x = 1 es un punto maximo, f pasa de 

5 

creciente a decreciente; x = — es un minimo, f pasa de decreciente a cre- 

3 


ciente. 
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Paso 6: Obtencion de asfntotas 

En este caso particular, por tratarse de una funcion polinomica, no existen 
asfntotas. La teorfa se tratara en el siguiente ejemplo. 

Paso 7 : Realization de la grafica 

A continuation aparece un resumen de las caracterfsticas mas importantes de 
la grafica de f(x) = jc 3 — 4x 2 + 5x—2, conclusion de los pasos anteriores: 
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Ejemplo 2 

Realice la grafica de y = 


x— 3 


x+ 2 

Paso 1 : Cortes con los ejes 
x — 3 


a) Cortes con x 


:= 0, jc= 3 


x+ 2 

luego el corte con x es (3,0) 

3 

b) Cortes con y f(0) , luego el corte con el eje Y es 

2 

Paso 2: Primera derivada y puntos crfticos 

(* + 2 ) (!)-(*- 3 ) ( 1 ) 


("■-I)- 


y = 


(x+ 2) 2 


(*+ 2) 2 

Punto crftico x = —2, ya que y '(—2) no existe. 

Paso 3: Segunda derivada y puntos de inflexion 

„ = (jc+ 2) 2 (0) — (5)*2(je-i- 2) 
y (jc+ 2) 4 

—10 (x+ 2) 36 

y " (JC+ 2) 4 

puntos de inflexion: x = —2, ya que y "(—2) = 0 
Paso 4: Regiones de concavidad 


-2 


+ 

— 

u 

n 


punto de 
inflexidn 


36 Con el &nimo de facilitar la solucidn de la inecuacidn f'(x)> 0, es mejor no can- 
celar el factor x + 2 en esta expresion. 
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Paso 5 : Regiones de crecimiento : maximos y mmimos 

Como el punto critico x = — 2 es un punto de inflexion, entonces la grafi- 
ca no tiene ni m&ximos ni minimos. De hecho f'(x) es siempre positiva, y 
por tanto f es siempre creciente. 

Paso 6: Asfntotas 

Como dijimos anteriormente, una asfntota es una recta 37 a la que una gra- 
fica se aproxima para ciertos valores. En una grafica se pueden presenter 
tres tipos de asfntotas lineales: horizontales, verticales y oblicuas, de las 
cuales maximo dos se pueden presentar simultaneamente en una misma 
grafica. En la Figura 13.6 se ilustran estos casos. 


Y 


< 



. X 

Asfntota vertical 

■ 


X 

Asfntota horizontal 

Y i 

I.L.. 

Y i 

V 


hi ' 
1 

Asfntota horizontal y vertical 


/; 

.n 

Asfntota vertical y oblicua 


Figure 13.6 Asfntotas de una grdfica. 


Como se observa en la figura y se explicard m &s adelante, no se presenta el 
caso en que una grafica tenga simultaneamente asfntota horizontal y obli- 
cua. 


37 En nuestro estudio s61o consideraremos asfntotas de tipo lineal, aunque existen de 
otro tipo, por ejemplo cuadrfitica y cubica. 
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Determinacion de asintotas 

La existencia de las asfntotas depende de la clase de funcion. 

p(jc) 

Si una funcion es racional, esto es de la forma — — — , escrita de la mane- 

q(x) 

ra mas simplificada, su grafica tendra: 

a) Asintotas verticales en los valores de x en los cuales q(x) = 0. 


b) Asintotas horizontales si el grado de p(x) es menor o igual al grado de 
q(x), en cuyo caso, 

— la asfntota sera la recta y = 0 si el grado del numerador es estricta- 
mente menor que el grado del denominador. 


la asfntota es la recta y =—, donde a es el coeficiente de la variable 

6 

de mayor grado del numerador y b eljco.efidente.de la variable de 
mayor grado del denominador. ; 


Ejemplo 3 

2x 5 

En la funcion f(x) , se presenta uni asfntota vertical en X = -f — 

3jc+ 5 ' 3 

ya que este valor de x hace el denominador cero. Existe una asfntota hori- 
2 

zontal en y =— ya que 2 es el coeficiente de la variable de mayor grado del 
3 

numerador y 3 es el coefidente de la variable de mayor grado del denomina- 
dor, como se muestra en la figura. 



c) Asfntotas oblicuas, si el grado del numerador es uno mas que el grado del 
denominador. En este caso, la asfntota oblicua es la funcion lineal (recta) 
que se obtiene en el cociente al realizar p(x) entre q(x). 
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Ejemplo 4 

x 2 

La funcion y = — — tiene una asfntota oblicua dada por la recta y = x — 1. 

X + 1 

ya que este es el cociente de dividir x 2 entre x+ 1. 

Ademas, esta funcidn tiene una asfntota vertical en * = —1, En la si- 
guiente figure se ilustra la situacidn. 



En nuestro caso, como y = — — — , tendremos una asfntota vertical en 

*+ 2 

x - —2, y una asfntota horizontal en y = 1. 

Paso 7 : Grafica 
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Ejemplo 5 

Realice la grafica de y 


2x? 

jc 2 -x-2' 


Paso 1 : Cortes con los ejes 

a) Con el eje x, 

2x 2 

— = 0, 2X 2 = 0 * = 0 

jc 2 —x — 2 

b) Con el eje y, y(jc = 0) = 0 
luego el punto de corte es (0, 0). 

Paso 2: Primera derivada 

(jc 2 — jc— 2)4jc— 2jc 2 (2jc — 1) 
y = (jc 2 - * — 2) 2 

—2x? — 8x -2jc(jc+ 4) -2ae(jf+ 4) 
y = (jc 2 — jc — 2) 2 (a 2 -*- 2) 2 “ (jc-2)(jc+1) 

Puntos criticos 


x 

7\x) 


0, jc = 0, x= — 4 


— ; — no existe; x = 2, x = —1 

/(*) 

Paso 3: Segunda derivada 
, x 1 + 4x 

y * (jc 2 — jc— 2) 2 

(jc 2 -jc-2) 2 (2jc + 4) — (jc 2 + 4jc)2(jc 2 - jc- 2) (2jc- 1) 

v" = — 9 . — : 

y (x 2 — x — 2)* 

„ (JC 2 — jc— 2) 2 [(JC 2 — jc— 2) (jc + 2) — (jc 2 + 4jc) (2jc — 1)] 

y = ~ 2 v-x-w 

_ -4(3C» — 2) (-»» — Bx 1 + 4) 

(jc 2 — jc — 2) 4 

4(jc 2 — jc — 2) (jc 3 + 6JC 2 + 4) 
y ~ (jc 2 — jc — 2) 4 

A1 hacer y " = 0, obtenemos: 

jc = 2 y jc = — 1 (soluciones de jc 2 — jc — 2 = 0) 

i 

jc = —6.1 (solucion unica de jc 3 + 6JC 2 + 4=0) 



294 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS 


como puntos de inflexion 
Paso 4: Regiones de concavidad 



Paso 5: Regiones de crecimiento maximos y mmimos 

Como x = — 1 y x = 2 son puntos de inflexion, entonces x= 0 y x = — 4 son 
puntos maximos y mfnimos. * 

-4 o 



luego x = —4 es un minimo y x = 0 es un maxixno. 

f(x = 0) = 0 
f(x = -4) = 1777 

Paso 6: Asfntotas 

X 

Verticales: los — = 0, 

x 2 — x — 2 

luego x = — 1 y x = 2. 

Horizontales: y = 2 

Paso 7 : Grafica ; 
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Observation: Note que aunque la grafica corta a la asmtota, se aproxima a 

ella para valores grandes negativos. 

13.3 Problemas de mdximos y minimos 

Una de las aplicaciones mas usuales del calculo diferencial, es hallnr maxi- 
mos y/o minimos (puntos optimos) en problemas prdcticos de aplicacidn. 
La teoria desarrollada en la seccidn anterior, para hallar maxirao s o mini- 
mos locales de funciones, puede aplicarse para encontrar los valores maxi- 
mos y/o minimos en problemas practicos. 

A1 igual que para la realization de una grafica, la solution de un proble- 
ms de maximos y minimos puede obtenerse siguiendo una serie de pasos 
que se enuncian a continuation: 


Pasos a seguir para solucionar un problems de m£ximos y 

minimos: 

1. Escribir una ecuacion que represente la cantidad que se 
quiere maximizar (o minimizar). 

2. Si la ecuacion anterior contiene mas de una variable, es 
necesario encontrar una ecuacion que relatione dichas 
variables, con el objeto de escribir la ecuacion a maximi- 
zar (o minimizar) en funcion de una unica variable. Un 
grafico puede ser de gran ayuda. 

3. Cuando la ecuacion a maximizar (o m inim izar) dependa 
de una unica variable, se obtiene el maximo (o minimo), 
igualando la primera derivada a cero, buscando los p un , 
tos en donde la primera derivada no existe, o verificando 
los puntos extremos. 

4. Verificar que efectivamente el valor obtenido es un maxi- 
mo (o minimo). 


Ejemplo 6 

Una fabrics produce * articulos a un costo c(x) = 150,000 + 3602*— 0.02** . 
La ecuacion de la demanda de dicha fabrics estd determinada por la ecua- 
cion 30* + p = 6600. Encuentre el numero de unidades que se deben vender 
para maximizar las utilidades. En este caso, 

Paso 1: 

Es claro que se quiere maximizar las utilidades; luego la ecuacion es: 

U = R — C 

en donde U represents la utilidad, R el ingreso y C el costo. 

U= X'p- (150,000 + 3602* - 0.02* 2 ) 
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Paso 2: 

Como en la ecuacion anterior existen dos variables, * y p, debemos obtener 
una ecuacion que las relacione. 

En este caso 30* + p = 6600, 

luego p = 6600 — 30*, entonces 

U = *(6600 - 30*)- (150,000 + 3602* - 0.02* J ) 

U = 6600*- 30** - 150,000 - 3602*+ 0.02** 

£/(*) = 2998* — 29.98** — 150,000 
Paso 3 : 

Derivando obtenemos: 


£/'(*)= 2998-59.96* 
igualando a cero, obtenemos: 

2998 = 59.96* 

a =_J998. 

59.96 
* = 50 



Efectivamente, el valor obtenido es un mdximo. 

Ejemplo 7 

Halle las dimensiones del triangulo isosceles de mayor £rea, que puede insert- 
birse en un circulo de radio r = 10. 

Paso 1: 
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Como lo que se quiere es maximinar el area del triangulo, entonces: 

6 • h 


A = 


Paso 2 : Por la figura: 


luego, A= ■ 



b = 2 V10 2 - (10 - *) 2 

6=2 \/20* — x 2 
h = 20 - * 


Paso 3: A ' = V20*-** (-1) + (20 - *) — (20*-** )‘ 5 (20 - 2*) 

2 

—(20* — x 2 ) + (20 — x) (10 — •*) 

A = .. = 0 

V 20* — X s 


Paso 4: 


(20 - *) (10 - *) = *(20 - *) 
10 — * = * 

10 — * = 2 * 

*= 5 


5 


+ 


f 



luego con * = 5 se obtiene un area maxima, por lo que 
6= 2 V100-25 = 2 V75 = 10VS 
h = 20 — 5 6=15 

entonces, 6 = 10 VlT y h = 15 son las dimensiones del tri&ngulo de area 
maxima. 


Ejemplo 8 

Un hombre esta en una lancha en el mar a una distancia de 2 km de un 
punto A de la playa, y debe ir a un punto B de ella situado a 9 km de A, 
como se muestra en la figura. Si puede recorrer la playa a una velocidad de 
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60 km por hora, y viajar en la lancha a una velocidad de 10 km por hora, 
£que recorrido debe hacer si quiere minimizar el tiempo empleado? 



Paso 1: 

Asumiendo que el hombre desembarca en un punto C ax kilometres de A, 
entonces el tiempo total t empleado para trasladarse desde el punto inicial 
hasta el punto B es el tiempo empleado en el viaje en lancha t x , y el tiempo 
empleado en caminar t 2 ; entonces 


ty — (i ^ t 2 



Como las velocidades son constantes, el tiempo empleado para recorrer cual- 

d 

quier distancia d, es t = — ; luego: 

v 


d J dr 2 J i i —MM— 

1 1 = -jjj- y t 2 = ~uj en donde dj = v 4 + jt ; por lo que 



4 V4+ x* + (9 — «) 
60 


Paso 2: 

Como el tiempo, que es la funcion a minimizar, esta colocada en t&minos 
de una unica variable, entonces 
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Paso 3: 


„ 4X(4 + **P 1±±) a 

( * r) 60 

4x i 16 ** 

V4+ * J 5 4+ ** 


16x 2 = 4+ x 2 ; 15 x 1 = 4;* = y jg- = 


2 

3.875 


por lo que el tiempo empleado es: 


t T - 


8.26 + 8.4838 
60 


0.2790 


Paso 4: 



El valor obtenido es efectivamente un mmimo. 

Nota: En algunos casos es importante probar los valores extremos, en nues- 
tro caso, halle el tiempo para x = 0 y x = 9. 

si x = 0 t T = - + — = 0.2833 

15 60 

x- 9 t T = = 0.6146 

15 

lo anterior reconfirma que, efectivamente, t = 0.2790 es el tiempo minimo. 

13.4 Variables relacionadas: (raz6n de cambio) 

En distintas situaciones de la vida diaria, muchas funciones cambian con el 
tiempo y todas las variables que las componen. Consideremos el ejemplo de 
un tanque de forma conica al que le esta entrando agua a una determinada 
velocidad; a medida que el tiempo cambia, se altera el volumen de agua que 
contiene el tanque, cambian tambien la altura del nivel del agua y el radio, 
y por ende el drea de la superficie circular del mismo. En este caso, el volu- 
men, el area superficial, el radio y la altura, son variables relacionadas. 

En Economia, la utilidad depende de la cantidad de unidades vendidas 
y del precio de cada unidad; por tanto, la utilidad, el numero de unidades 
vendidas y el precio, son variables relacionadas. 
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Igual que en los problemas de maximos y minimos, en los de variables 
relacionadas existe un procedimiento a seguir para obtener la solution: 


Pasos a seguir para solucionar un problema de variables rela- 

cionadas: 

1. Encontrar una ecuacion que relacione la variable cuya ra- 
zon de cambio se ha de calcular, con otras variables cuya 
razon de cambio se conoce. Una figura puede ser de gran 
ayuda. 

2. Derivar la ecuacion anterior en forma implicita. 

3. Remplazar las cantidades conocidas. 


Ejemplo 9 

Un tanque conico tiene 10 m de diametro y 16 m de altura. Si esta entrando 
agua al tanque a razon de 800 m 3 /seg, calcule la razon de cambio, del radio 
de la superficie, cuando este es de 3 m. 

Paso 1: 

Por geometrfa sabemos que el vo- 


lumen de un cono es V = — 

3 


it r 2 h. 


Ademas en la figura podemos ob- 
servar que los triangulos son semejan- 
tes, por lo cual es posible realizar una 
razon entre sus lados correspondientes, 
asi: 


_5_ 

r 


16 


;/t = 


16 

~5~ 


1 7/ 16 \ , 

entonces: V = — n r 2 l — r I , luego 



16 , 

V = — nr 3 
15 

Paso 2: Derivando implicitamente con respecto al tiempo, obtenemos: 

dv 16 / , dr\ 

— = — 3t( 3r 2 — ) 

dt 15 \ dt f 

Paso 3: Remplazando: 




Ejemplo 10 

Un avion que vuela a una velocidad de 990 km por hora a una altura de 
10,560 m, se acerca a un aeropuerto. En el momento en que la distancia 
entre el aeropuerto y el avion es de 300 km, £como esta cambiando esta 
distancia? 


Paso 1: 
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Ejemplo 11 

El ingreso mensual por publicidad de cierta revista es R(x) = 56,000 + 1050# 
+ 0.17 5x 2 pesos, cuando se venden x revistas. La circulacion de la revista es 
de 1500 ejemplares mensuales, y esta creciendo a razon de 80 revistas por 
mes. {,A que ritmo esta creciendo el ingreso mensual por publicidad? 


Paso 1: 

R(x) = 

Paso 2: 

dR 

dt 

Paso 3: 

II 

1 


dR 

dt 


dR 

dt 


56,000+ 1050# + 0.175 # 2 

dx 

(1059 + 0.35 x) — 

[1050+ 0.35(1500)] (80) 
(1575) (80) 

126,000 pesos por mes 


13.5 La tangente a una curva 


Para encontrar la ecuacion de la recta que es tangente a una curva en un pun- 
to dado, necesitaremos encontrar la pendiente de dicha tangente. 
Consideremos la siguiente definicion: 


Definicion de pendiente de una curva: 

La pendiente m de una recta tangente a una curva f(x) en el 
punto a, es 


m = Lim - 
h^0 


f(a+ h)-m 

h 


f'(o) 


Ejemplo 12 

Halle la ecuacion de la recta tangente a la curva f(x) = x? — 3** en el 
punto x = 3. 

Primero hallaremos la derivada de f(x), para poder calcular m. 
f' {x)= 3# 2 — 6#, luego 
m = f'(a) = 3(3) 2 - 6(3) =27-18 
= 9 
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Ahora hallaremos la ecuacion de la recta. 

En = 3,f 0 (x)= 0 = y 0 . 

Como y = y 0 + m (x — x 0 ), entonces 
y = 0+ 9 (*— 3) 
y = 9x — 27 

Ejemplo 13 

Halle la ecuacion de la recta tangente a la curva f{x) = In x — x 2 en 
el punto x = 1. 

~ 2x 

f'( 1)= y — 2(1) = —1 = m 

En x 0 = 1, y 0 = In 1 — l 2 = —1 
luego y = y 0 + m (x—x 0 ) 

y - — 1— 1 (x — 1), luego 
y = —x es la recta tangente 

13.6 Resumen 

Recuerde que: 

1. Si f(c) existe, decimos que c es un punto crftico de f, si /'(c) = 0 
6 si f'(c) no existe. 

2. Si f"(c) = 0 o f "(c) no existe, decimos que C es un. punto de inflexion. 

3. Si f es una funcion con segunda derivada, entonces f es concava hacia 
arriba, para todo x, tal que f "(c) > 0 y f es concava hacia abajo, para to- 
do x, tal que f'\x) < 0. 

4. Si f es una funcion con primera derivada, entonces f es creciente para to- 
do x, tal que f'(x) > 0 y f es decreciente para todo jc, tal que f'(x) < 0. 

5. Los pasos para realizar una grafica son: 

a) Determinar los cortes con los ejes. 

b) Obtener la primera derivada y de los posibles puntos criticos. 

c) Obtener la segunda derivada y de los posibles puntos de inflexion. 

d) Determinar las regiones de concavidad (convexidad). 

e) Determinar las regiones de crecimiento y decrecimiento y de los mdxi- 
mos y minimos. 

f) Obtener las asmtotas de la funcion, si existen. 

g) Realizar la grafica. 
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6. Los pasos a seguir para solucionar un problema de maximos y minimos 
son: 

a) Escribir una ecuacion que represente la cantidad que se quiere maxi- 
mizar (o minimizar). 

b) Si la ecuacion anterior contiene mis de una variable, es necesario en- 
contrar una ecuacion que relacione dichas variables, con el objeto de 
poder escribir la ecuacion a maximizar (o minimizar) en funcion de 
una unica variable. 

Un grafico puede ser de gran ayuda. 

c) Cuando la ecuacion a maximinar (o minimizar) dependa de una uni- 
ca variable, se obtiene el maximo o minimo, igualando la primera de- 
rivada a cero, buscando los puntos en donde la primera derivada no 
existe, o verificando los puntos extremos. 

d) Verificar que efectivamente el valor obtenido es un m&ximo (o mi'ni- 
mo). 

7. Los pasos a seguir para solucionar un problema de variables relacionadas 
son: 

a) Encontrar una ecuacion que relacione la variable cuya razdn de cam- 
bio se ha de calcular, con otras variables cuya razon de cambio se co- 
noce. 

Una figura puede ser de gran ayuda. 

b) Derivar la ecuacion anterior en forma implfcita. 

c) Remplazar las cantidades conocidas. 


13.7 Ejercicios y problemas 

1. En las siguientes funciones determine puntos miximos, minimos, puntos 
de corte con los ejes, regiones de crecimiento, decrecimiento y puntos de 
inflexion. Realice el grafico. 

a) f(x) = x? — 3x— 4 

b) f(x) = x 5 -5** + 100 

c) f(x) = x 3 + 3* 5 + 1 

d) f(x) = IOjc 6 + 24* 5 + 15a 4 + 3 

e) f(x) = (x'-D* 


g) m 

h) f(x) 

i) m 


= 2x + 18 

x + 1 

_ X 

4-x» 

i 

= x3 (8 — x) 
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j) 

k) 

l ) 
11 ) 


2 . 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


f) 


g) 


fix) 

fix) 

fix) 

fix) 


= 10* 3 (jc-1) 2 


x 1 + 2x 
3* 3 -2 
* 2 

x 2 — 3 * 

JC+ 1 


Resuelva los siguientes problemas de maximos y mfnimos: 

El departamento de recreation de una ciudad planea construir un campo 
de juego rectangular que tenga un area de 3600 metros cuadrados y ro- 
dearlo con una valla. ^Como se puede hacer usando la menor cantidad 
de valla? 

La libreria de un colegio puede obtener del editor un libro a un costo 
de $2000 la unidad y ha estado ofreciendolo a $8000. A este precio, 
usualmente ha vendido 200 ejemplares por ines. La libreria planea re- 
bajar el precio para estimular las ventas y estima que por cada $500 de 
reduction en el precio se venderan 20 libros mis. iA qui precio debe- 
rfa vender el libro para generar el mayor beneficio posible? 

Para encerrar un campo rectangular hay 320 m de valla disponible. iCo- 
mo deberia usarse esta valla para que el irea encerrada sea lo mis grande 
posible? 

Un cultivador de citricos estima que si se plan tan 60 naranjos, la produc- 
tion media por arbol seri de 400 naranjas. La producci6n media decrece- 
ra en 4 naranjas por arbol adicional plantado en la misma extension. 
iCuantos arboles deberia plantar el cultivador para maximizar la produc- 
cion total? 

Un fabricante ha estado vendiendo bombillas a $320 pesos cada una y, a 
este precio los consumidores han comprado 600 bombillas por mes. El 
fabricante desearfa elevar el precio y estima que por cada $80 pesos de 
incremento en el precio se venderin 1000 bombillas menos cada mes. El 
puede producir las bombillas a un costo de $200 pesos por bombilla. 
iA que precio deberia vender las bombillas para generar el mayor benefi- 
cio posible? 

Una caja abierta tiene que ser hecha a partir de una pieza cuadrada de 
carton de 18 por 18 pulgadas, quitando un pequeno cuadrado de cada 
esquina y plegando las alas para formar los lados. ^Cuiles son las di- 
mensiones de la caja de mayor volumen que puede construirse de este 
modo? 


Una caja cerrada con base cuadrada debe tener un volumen de 250 m 3 
El material para el suelo y la tapa de la caja cuestan $7 5 pesos por me- 
tro cuadrado y el material para los lados cuesta $50 pesos por metro 
cuadrado. ^Puede construirse la caja por menos de $500 pesos? 
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h) Una lata cilfndrica debe contener 4 pulgadas cubicas de zumo de naran- 
ja congelado. El costo del metal de construccion de la tapa y de la base 
es el doble por pulgada cuadrada que el del carton del lado. ^Cuales son 
las dimensiones de la lata menos costosa? 

i) Una firma de plasticos ha recibido un pedido del departamento de recrea- 
tion de la ciudad para fabricar 8000 tablas de polietileno para su progra- 
ma de natation en verano. La firma posee 10 m&quinas, cad a una de las 
cuales puede producir 30 tablas por hora. El costo de puesta a punto de 
las maquinas para producir las tablas es de $200 pormiquina. Una vez 
puestas a punto las m&quinas, la operacidn es totalmente automdtica y 
puede ser controlada por un unico supervisor de produccion, que gana 
$400 pesos por hora. 

— ^Cuantas maquinas deberian usarse para minimizar el costo de pro- 
duccion? 

— iCuanto ganara el supervisor durante la marcha de produccion si se 
usa el numero optimo de maquinas? 

— iCuanto costara poner a punto el nftmero 6ptimo de maquinas? 

j) Un comerciante ha comprado varias cajas de derto vino importado. Cuan- 
do el vino envejece, su valor crece, pero finalmente el vino pasarit su me- 
jor momento y su valor decrecera. Suponga que dentro de x anos, ei va- 
lor de una caja habra cambiado a un ritmo de 1530— 20* pesos por ano 
y que las tasas de almacenaje permaneceran fijas a $350 pesos, por caja 
por ano. (,A que precio deberfa vender el vino el comerciante para 
obtener el mayor beneficio posible? 

k) Un fabricante recibe materiales en bruto en cargamentos iguales que lle- 
gan a intervalos regulares a lo largo del ano. El costo de almacenaje de 
los materiales en bruto es directamente proporcional al tamano de cada 
cargamento, mientras que el costo total de pedido anual es inversamente 
proporcional al tamano del cargamento. Demuestre que el costo total se- 
ra el menor si el tamano de los cargamentbs es tal que el costo de alma- 
cenaje y el costo de pedido son iguales. 

l) Un granjero quiere construir un corral rectangular y dividirlo por Una va- 
lla paralela a uno de los lados. Dispone de 240 pies de valla. Halle las di- 
mensiones del corral de Srea maxima que puede construir. 

11) Halle dos numeros no negativos de suma 1 que hagan miximo el produc- 
to del cuadrado de uno por el cubo del otro. 

m) La longitud y el contomo de un paquete que ha de enviarse por correo 
no puede sobrepasar en total las 100 pulgadas. Halle las dimensiones ad- 
misibles en correos para un cilindro circular recto de maximo volumen 
posible. 

n) Un rectangulo tiene un perfmetro de 100 pies. iQue longitud y anchura 
habria de tener para que su area fuera maxima? 
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o) El consultorio de un medico es una habitacion rectangular con un semi- 
circulo en cada extremo. Si la habitacion ha de tener un perimetro de 
200 m, halle las dimensiones que haran el area de la region rectangular 
lo mayor posible. 

p) Un triangulo rectangulo en el primer cuadrante esta formado por los 
ejes X y Y y una recta que pasa por el punto (2, 3). Halle los vertices del 
triangulo para que su area sea minima. 

q) Una compama estima que el costo (en pesos) para producir * unidades 
de un cierto producto viene dado por 

C = 800 + 0.04* + 0.0002 * 3 

Halle el nivel de produccion que minimiza el costo medio por unidad. 
Compare este costo medio mfnimo con el costo medio cuando se pro- 
ducen 400 unidades. 


r) En la promotion de cierto arti'culo un fabricante ha descubierto que la 

2500 

demands viene dada por * = — . Suponiendo que el ingreso total 

P * 

R viene dado por R = x p y que el costo de producir * artfculos esta 
dado por c = 0.5* + 500, halle el precio por unidad que da un benefi- 
cio maximo. 

s) Dada la funcion de costo c = * 3 — 6* 2 + 13*. 

— Halle el valor de * para el cual la funcion de costo medio es mini- 
ma. 

— Para el valor de * hallado anteriormente, pruebe que el costo margi- 
nal y el costo medio son iguales. 

3. Resuelva los siguientes ejercicios sobre variables relacionadas (razon de 
cambio). 

a) Un hombre de 170 cms de estatura camina a razon de 4 km por hora, 
alejandose de una fuente de luz situada a 4 m de altura. 

— i ,A que velocidad se alarga su sombra? 

— i ,A que velocidad se aleja el extremo de la sombra de la base de la 
luz? 


b) Un hombre de pie sobre un muelle hala de una cuerda para acercar un 
bote hacia la base del muelle. La fuerza se aplica a 10 m de altura. £A 
que velocidad se aproxima el bote a la base del muelle cuando esta a 
una distancia de 15 m de esta, si el hombre hala la cuerda a razon de 
3 m por segundo? 

c) En una plants de arena y grava, la arena esta cayendo de una cinta trans- 

pies 3 

portadora formando una pila conica a razon de 10 . El diametro 

min 

de la base del cono es aproximadamente tres veces la altura. <- A que ra- 
zon esta cambiando la altura de la pila cuando tiene 15 pies de altura? 
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d) Una cubeta tiene 12 pies de largo y 3 pies de anchura en su parte supe- 
rior, sus extremos son triangulos isosceles de 3 pies de altura. Si el agua 

pies 3 

cae en la cubeta a 2 , £ a qu£ velocidad esta subiendo el nivel del 

min 

agua cuando tiene 1 pie de profundidad? 

e) A1 caer una gota esferica de lluvia, alcanza una capa de aire mas seco en 
los niveles mas bajos de la atmosfera y comienza a evaporarse. Si esta 
evaporacion se produce a una velocidad proporcional al area de la super- 
ficie (s = 4jrr 2 ) de la gota, pruebe que el radio se contrae a velocidad 
constante. 


f ) La arista de un cubo se expande a razon de 3 


cm 


lA qu6 velocidad 


cambia el volumen cuando cada arista tiene 1 cm y 10 cms? 


g) Un punto se mueve sobre la curva y 


Halle 


dy 

cuando: 

dt 


x 1 


dx » 

de forma que — — vale 2 
dt 


cm 

min 


x= 0 
x = 3 

1 dx _ cm 

h) Un punto se mueve sobre la curva y = — , - — de modo que — — ■ = 2 — — 
’ v (1+jc 2 ) dt mm 

dy 

Halle cuando: 

dt 

x — -2 
x = 2 
jc = 0 
x= 10 

4. Halle la ecuacion de una recta tangente a la curva y = x 3 y paralela a la 
recta 3x — y + 1 = 0. 

5. Halle la ecuacidn de una recta tangente a la curva y = — y paralela a la 
recta x + 2y — 6 = 0. 

6. Existen dos rectas tangentes a la curva y = 4x — x 2 que pasan por el 
punto (2,5). Halle las ecuaciones de tales rectas y representelas grafica- 
mente para comprobar el resultado. 

7. Existen dos rectas tangentes a la curva y - x 1 que pasan por el punto 
(1,-3). Halle las ecuaciones de tales rectas y representelas graficamente 
para comprobar el resultado. 



CAPITULO 



La integral 


OBJETIVOS 

A1 finalizar el presente capftulo el estudiante estara en capacidad de: 

1. Calcular la integral de algunas funciones utilizando las reglas apropiadas. 

2. Calcular el area bajo una curva dada. 

3. Calcular el area entre dos curvas. <; 

4. Calcular la probabilidad, dada una funcion de probabilidad continua. 

14.1 Introduccidn 

En los dos capftulos anteriores estudiamos el concepto m£s importante del 
calculo diferencial: la derivada. En este capftulo haremos una introduccion 
al segundo concepto importante del calculo: la integral. 

Aunque Newton y Leibniz dieron una versidn de la integral y la utiliza- 
ron para el calculo de areas, fue George Friedrich Riemann (1826-1866) quien 
proporciono una definicion exacta de integral. 

En este capftulo estudiaremos la relacion existente entre la derivada y la 
integral, y utilizaremos el concepto de integral para el calculo de areas bajo 
una curva y algunas otras aplicaciones a la ffsica y la economfa. Omitiremos 
el metodo utilizado por Arqufmides (287-212 A.C.) para la obtencion del 
&rea de algunas regiones planas, y tema obligatOrio de casi todos los textos. 

El objetivo de este capftulo no es ensenar a integrar, sino mostrar la rela- 
cion existente entre la derivada y la integral, y algunas aplicaciones de esta 
ultima. 

14.2 Antiderivada 

En los dos capftulos anteriores trabajamos con la definicion de derivada y sus 
posibles aplicaciones, y resolvimos el problema “dada ima funcion f{ x) hallar 
su derivada, f'(x)". 

Esta section, y una parte de este capftulo, la dedicaremos al problema in- 
verso: “Dada una funcion f(x), hallar una funcidn F(x) tal que, F'(x) = f(x)”. 
Llamamos a F(x) una antiderivada de f(x). 3 * 


38 


Una antiderivada se llama tambi£n primitiva. 


311 
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Ejemplo 1 

Si f(x) = 3a 2 , entonces F(x) = x 3 es una antiderivada de f(x), ya que 
F'(x) = (a 3 )' = 3a 2 = f(x). 


Definition de antiderivada 

Se dice que una funcidn F es una antiderivada de una funcion 
f, si para todo x en el dominio de f, 

F'(x) = f(x) _ 

Observe que en la definicidn se dice que F es una antiderivada y no la 
antiderivada. El siguiente ejemplo ilustra tal diferencia. 

Ejemplo 2 Sea F(x) = 3o* y G(a) = 3a 8 + 4 

En este caso, F'(x) = 24x 7 y G'(a) = 24 jc 7 , por lo que F{x) y G(jc) son 
primitivas de la funcion f(x) = 24a 7 . 

En general, una funcion de la forma 

H(x) + 3 a 8 + c, c = cte, 

sera una primitive de la funcion /(a) * 24a 7 . El anterior ejemplo puede gene- 
ralizarse en el siguiente teorema: 


Teorema 1 

Si F es una antiderivada de lina funcion f t entonces G(x) = 
F(x) + c, con c = cte es tambitii una antiderivada de f. 


La funcion de G(x) = F(x) + c en el teorema anterior, permite encontrar 
la familia de antiderivadas de una funcion, sumando una constante a una an- 
tiderivada conocida. 

Por ejemplo, como -j- (6a 4 ) = 24a 3 , F(x) = 6a 3 , por tanto, G(a) = 

ax 

6a 4 + c, c = cte representa la familia de todas las antiderivadas de la funcion 
f(x) = 24a 3 , 39 

Se dice tambien que la funcidn G(a) — 6a 4 + c es la solutidn general de 
la ecuacion 

f(x) = G'(a) = 24a 3 


39 En algunos libros, a la funcion G(x) se le denomina la antiderivada general de la 
funcion f(x). 
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o simplemente 


dG 

dx 


24.x 3 


En forma general, si y = F(x) es una antiderivada de f, entonces F(x) 
es una solution de la ecuacion 



La ecuacion anterior se denomina ecuacion diferencial 40 y nuestro obje- 
tivo al resolverla es encontrar el valor de la funcion F(x) = y que la satisface. 

Para resolver la anterior ecuacion que se denomina de variables separables, 
primero se escribe esta de la siguiente manera 

dy = f(x) dx 

La “operacion” que permite encontrar todas las soluciones de esta ecua- 
cion, se denomina integration, y se representa asf: 

f dy = ff(x)dx 

En general, / f(x) dx, representa la operacion que permite encontrar »n» 
antiderivada de f(x), luego: 

f dy = y + c\ 

f f(x) dx = F(x) + & 

por tanto y + c\ - F(x) + Ci 
y = F(x) + a —a 
y = F(x) + c 


Ejemplo 3 

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial: 

■& = 5 ** + 2 * 

dx 

separando las variables, 

dy = (5^* + 2x) dx, 
luego, integrando en ambos miembros 

J dy = f (5* 4 + 2 x)dx 
y = x s + x 1 + c 


40 Una ecuacion diferencial es una ecuacion en la que la incognita, en este caso la 
funcion F, aparece dentro de una derivada. 
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A1 proceso de encontrar la antiderivada de una funcion por medio de la 
“operation” integracion, se le denomina integrar ; este es uno de los procesos 
mas complicados del calculo, pero nosotros trabajaremos con funciones cuya 
integral es facil de calcular. 

14.3 Integrals definidas 

La relation entre antiderivadas de una funcion y la integral, puede escribirse 
de la siguiente manera: 


f(x)dx = F(x) + c, si, y solamente si, F'(x) = f(x) 


En la ecuacion anterior, la expresion a la izquierda de la igualdad se de- 
nomina la integral indefinida de f, f(x) se denomina el integrando y dx indica 
que x es la variable de integracion; mientras que en la expresi6n de la derecha 
c se llama la constante de integracion. 


Ejemplo 4 


/ 


4* 3 dx = jc 4 + c 


4x 3 : Integrando 

dx : Indica que estamos integrando una funcion cuya variable es x. 

c : Constante de integracion. 

x* + c : Antiderivada general de la funci6n 4* 3 . 


A continuacion figuran distintas formulas para encontrar las integrates 
(antiderivadas) de algunas funciones: 


Algunas formulas para integrar 


dx = 


n+ 1 


+ c, n # — 1 


I x n 

J x ~ 1 dx = J — ■ dx= In x + 
J e x dx = e x + c 


Las formulas anteriores se obtienen teniendo en cuenta que: 


d 




+ c = x n 


dx \ n + 1 
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d 

dx 

d 

dx 


(In * + c) 
(e x + c) 



- e 


X 


Ejemplos 



JC 4 * 1 

4+1 


x s 

+ C 

5 


[ i. *7 +1 

I x 1 dx = 

— + 1 


x* 

3 

T 


= -X^+ c 
3 


3. I dx = j x ~ 4 dJC = 


- 4+1 


-4+1 


^-3 


-3 


— *- 3 + c 
3 


Las siguientes propiedades nos permitiran calcular integrates de otras 
funciones “mas complicadas”: 


Reglas de integration 
fa f(x) dx = a J f(x) dx, a constante 
/[/(*) + 8(x)] dx = ff(x)dx + fg(x)dx 


Ejemplos 


3jc _2+1 
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3 a- 1 
-1 

= -3a' 1 + c 

2. /(2a+o 3 )da = /2ada + /a 3 dx 

2a* a 4 

2 “T 

= a* + — a 4 + c 
4 


3 e* + -l.\ da = j3e x dx + f ~^T~ 

( / . 4a _1 

3 I e x da+ 4 /a" 2 da = 3e* + — 

= 3e* — 4a" 1 + c 

Las anteriores integrates se realizaron en forma casi inmediata aplicando 
las formulas estudiadas. Esto no significa que integrar sea un procedimiento 
facil de realizar; por el contrario, es tal vez uno de los mas diffciles. El calcu- 
lo de integrales mas complejas esta fuera de los objetivos de este libro. 

14.4 Integrales definidas y el area bajo una curva 

La integral representa el area bajo una curva. Dada una funcion f(x) y un par 
de rectas a = a y a = b, vease Figura 14.1, entonces el area sombreada se re- 
presenta mediante: 

I f(x) dx 




Figure 14.1 
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La expresion / f(x) dx se denomina integral definida de f entre ay b, 

J a 

siendo a y b limite inferior y limite superior de la integral, respectivamente. 

El calculo de una integral definida se realiza mediante la siguiente defini- 
cion: 


Definicion de integral definida 

Si F(x) es una antiderivada de f(x), entonces, 

. b 

f(x) = F( b)-F(a) 


L 


Ejemplos 

,4 


1. I (2x s + 3 )dx 
' 2 

j (2x 5 + 3 )dx= j 2x s dx+ I 3 dx 


x° 

~3 


+ 3x 


3 3 

4096 - 64 


- + (3*4 — 3*2) 

+ (12 - 6 ) 


4032 


+ 6 


2 . 


= 1344+ 6 
= 1350 




+ ar 2 
\fx 


dx 
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X+ X 2 

Ji ~~3 


dx 




2 V27 -2 2V5iS" 2 

3 5 5 


2(V2T-1) 2 ( -s/533" — 1) 

3 5 

4(3\/3-l)+ (9^-1) 

o o 


3. Calcule el area bajo la curva f(x) = x 2 — 3 entre * = — 1 y x = 1 . 

Como dijimos anteriormente, la integral definida representa el “area ba- 
jo una curva”, luego 


Area = 




dx — 



3 dx 



i 


- i 


— 3jc| 



I 3 - (-1) 3 
3 


— 3 (1 — (—1) ) 
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La grafica muestra el area bajo la curva. 



De acuerdo a la figura, el significado de “area bajo una curva” es real- 
mente el area entre la curva y el ejeX. Dependiendo del lugar donde esta si- 
tuada podrfa ser positiva o negativa. El signo representa la ubicacidn del area. 

x 2 

4. Calcule el area bajo la curva f(x) — entxe * » 1 y x = 3 







5. Calcule el area bajo la curva f(x) = ac 3 + 2x — 1 entre x — y x — 1. 

2 

Area = f (x 3 + 2x — l)dx = f x 3 dx + ( 2xdx— f ldx 

J ~i J ~i } ~± 


i i i 

* 4 2x 3 

— — + — x 

4 2 

-i -+ 

14 - (- T ) 4 2 ( (1 > 


16 1/1 

+ 1 - ( 1 + — 

4 V 2 


15 3 3 

64 4 2 


iH | <N 







15+48-96 

64 

-33 

64 

La grafica muestra el area bajo la curva. 
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Como se observa en la figura la parte por encima del eje X es mas grande que 
la parte que se encuentra bajo el eje X, luego el area total es positiva. 


6. Calcule el area bajo la curva f(x) = x 3 entre x = — 1 y x = — 


Area 





La grafica muestra el area bajo la curva. 
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En este caso el area bajo la curva y el eje X es menor que el 4rea por encima 
de la curva y el eje X. 

14.5 Area entre dos curvas 

Los conceptos de la seccion anterior pueden extend erse para calcular el 4rea 
de una region entre dos curvas, como se muestra en la Figura 14.2. 
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Definition 

Area entre dos curvas: 

Si f y g son continnas en [a, 6] y g(x) < f(x) 
para todo x en [a, b], entonces el area de la 
region limitada por f(x) y g(x) entre x = a 
y x = b es 

( [f(x)-g(x)]dx 


Ejemplos 

1. Calcule el area de la regidn limitada por las Q\jrvaa.f(x} = js 2 + 2x + 1 y 
g(x)=3«+3. 

La siguiente figure muestra la region cuya area se quiere calcular. 



Inicialmente debemos encontrar el punto de corte de las gr&ficas; pare 6s- 
to igualamos las funtiones dadas y resolvemos la ectiation asf obtenida : 


x 1 + 2x+ 1 = 3*+ 3 
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x 1 -x-2 = 0 

(JC— 2) (JC+ 1) = 0 
*= 2 
x — — 1 

Como la funcion g(x) = 3jc + 3 es mayor que f(x) = a? + 2x+ l, entre 
x = — 1 y x = 2 entonces el drea es: 


Area = 


= / [*(*) 

1 


— f(x) ] dx 


- [ [ (3*+ 3)-(x* + 2*+ l)]dx 

= j (3x + 3 — x? — 2x— 1) dx 

= / (-** + * + 2) dx 

1 



- - J (2 3 - (-D 3 ) + \ (2 2 - (-1) 2 ) + 2(2- (-1) ) 
= _ i" (9)+ Y (3)+2(8) 

3 

= -3 + — + 6 
2 


_9_ 

2 

2. Calcule el area de la regi6n limitada por las curvas f(x) = x 3 y g(x) = 3x* 
— 2x. 

La siguiente figura muestra el drea entre las curvas que se quiere calcular. 
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Inicialmente encontramos el punto de corte de las dos graficas asf: 

x 3 = 3* 5 — 2x 
x 3 - 3x* + 2x = 0 
x(x 2 — 3x+ 2) = 0 
x(x — 2) (jc — 1) = 0 

Luego los puntos de corte son: x = 0, x = 1 y x w 2.; 

Como se observa en la grafica anterior entre 0 y 1, la funcion y = x 3 se en- 
cuentra situada por encima de la funcion y = 3jc s — 2x, pero en el intervalo 
de 1 a 2 la situacidn es contraria, luego el area viene dada por: 


A 

A 


j 1 [* 3 
' 0 

— (3jc 2 —2x)] dx+ j 

. 2 

[3jc 3 

i 

[ l (X 3 
' 0 

- 3x 1 + 2 x)dx + j 

2 

(3* a 

i 


1 

3jc 3 2x 2 

_L _1_ 

3x 3 

4 

3 2 

0 

~3~ 


— 2x— (x 3 )] dx 

— 2x— x 3 ) dx 

__ 2x 3 _ x 4 

— ~T 


2 


1 
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(I-i + i)-m + (**-2»-4)-(i-i -i) 

i + i-I 

4 4 2 

14.6 Funciones de densidad (probabilidad continua) 

Cuando se trabaja con distribuciones de probabilidad continua, la probabili- 
dad se interpreta como un area, por esta razon calcular probabiUdades es 
equivalente a calcular areas. 

Para calcular la probabilidad en un determinado intervalo debemos tener 
en cuenta el concepto de funcion de probabilidad continua, que damos en la 
siguiente definicion: 


Definicion de funcion de probabilidad continua: 

Se dice que una funcion f es de probabilidad 
continua en un intervalo [a, 6] si: 

a) f(x) > 0 para todo jc en [a, 6] 

b) f f(x)dx= 1 

' a 


Ejemplos 

1. Muestre en el intervalo [0, 1] que la fund6n f(x) * 2x es de probabilidad 
continua. 

Para verificar que f(x) = 2x es de probabilidad continua, debemos mos- 
trar que se cmnplen las dos condiciones de la definicion. 

a) Es claro que en el intervalo [0, 1], f(x) - 2x es mayor que cero. 
i 

= l 1 - 0 5 = 1 


b) j 2 xdx= x 1 
' o 

luego la funcion es efectivamente una funcion de probabilidad con- 
tinua. 

2. Encuentre el valor de k para que en el intervalo [1, fe], f(x) = 8x + 3 
sea una funcion de probabilidad continua. 

a) Nuevamente es claro que en el intervalo [1, fe], f(x) - 8x + 3 > 0, 
luego 

b) fe debe satisfacer la siguiente condicion: 


f k 8x s 

J (8x + 3)da = — + 3 jc 


= 1 


2 


t 
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4x 2 + 3x 


= 1 


( 4k 2 + 3k) — 7 = 1 
4k 3 + 3ft - 8 = 0 


ft = 


ft = 


-3± V9+ 4(4) (8) 
8 

-3± V9+ 128 
8 


= — — , luego los posibles valores de ft son: 

O 

fti = -1.8375 
ft 2 = 1.088 

El unico valor de ft a considerar es el valor positivo, ya que en el intervalo 
[—1.8375,1], f(x) seria negativo. 

Cuando se tiene una funcion de probabilidad continua que depende en 
un intervalo [a, b], el calculo de la probabilidad se realiza mediante la siguien- 
te definicion: 


Definicion: 

Si f(x) es una funcion de probabilidad continua de- 
finida en un intervalo [a, 5] entonces la probabili- 
dad de una variable x en el subintervalo [c, d] se 
calcula asi: 

r d 

P(c < x < d) = / f(x) dx 


Ejemplos 


1 . 


4 /ll 

Si f(x) = — Jc 3 definida en el intervalo [1, 2], calculePI — < * < — 
15 \ 3 2 

Segun la definicion: 
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= 3.34 X lO" 3 



15 15 


2. Si f(x) = — (x 7 + 3jc) definida en el intervalo [0, 2], calcule 
26 


(i <x< i)- 


Aplicando la definition: 

p (t <x< j)-lt ^ lx ' + ax)ix 

[\ 3 ft - 3 * 

~h & x dx< It- ^ (3l) 

[ — + M. 1 1 

26 52 J I + 

26 26 52 52 

= 0.125+ 0.3103 
= 0.4353 

14.7 Otras aplicaciones 

Ejemplo 5 

Cerca de la superficie terrestre, la aceleracion de la gravedad es de g = 9.8 

— . Si un objeto es lanzado hacia arriba con una velocidad inicial V a = 49 
seg 

m 

, desde un edificio de 40 m, £cual es la velocidad y la altura a la que se 

seg 

encuentra 3 segundos mas tarde? 

Solution: 

Como el objeto inicialmente esta subiendo, la aceleracion es negativa, 
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dv 

si a = — , entonces 

dt 


dv 

— = — 9.8 
dt 


dv = —9.8 dt, integrando se tiene que 
fdv = / — 9.8 dt 

v =—9.8 1 + c 

El valor de la constante c puede obtenerse de la condicion V(t = 0) = 49, 
luego 

49 = 9.8(0) + c 
c = 49, por tanto, 
v = — 9.8 1 + 49. 

por lo que V(t= 3)= —9.8(3)+ 49 


V(t= 3) = 19.6 — . 

seg 


ahora, como V = 


ds 

dt 


entonces 


— = — 9.8t + 49 

dt 

ds = (— 9.8f + 49)df 
fds = f(-9.8t + 49 )dt 
-9.8 t 2 

s = + 49 1+ c 

2 

s = —4.9 t 2 + 49 1 + c 
como en el caso anterior, 

s(t = 0) = 40 = — 4.9(0) 2 + 49(0) + c 
luego c = 40, entonces 

s = — 4.9t 2 + 49f + 40, 
s(t = 3) = -4.9 (3) 2 + 49(3) + 40 
s(t = 3) = 142.9 m. 
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Ejemplo 6 

Ley del enfriamiento de Newton 

La ley del enfriamiento de Newton dice que la razon a la que se enfria un 
objeto es proporcional a la diferencia entre la temperature del medio ambien- 
te A, y la temperature del cuerpo T, esto es, 


dT 

~dt 


k ( A -T) 


Si un cuerpo se saca de un homo a 100° C, £cual es su temperature des- 
pues de 2 horas, si en la primera media hora el cuerpo tiene una temperatura 
de 50°C? La temperature del medio ambiente es devl n 25°C. 



dT 

25 -T 


kdt 


( dT 
IT — 25 


kdt 


-In (T— 25) = kt + c 

Segun las condiciones del problema, para t = 0 ,T= 100, luego 

C = —In (100 — 25), entonces 
— In (t — 25) = kt — ln (75) 

como para t = 0.5 (horas), T = 50, 

- In (50 - 25) = fe(0.5) - /n(75) 

In 75 -In 25 = ft(0.5) 

75 k :i 

" 25 “ 2 

k = 2 In 3, luego 
-In (T— 25) = (2 In 3ft - In 75 

para t = 2, la temperatura T, sera: 

-In (T- 25) = (2 In 3)2 - In 75 
In (T — 25) = In 75 — 4 In 3 '' 

In (T — 25) = In 75 — In 81 
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In (T- 


, 75 
25 )=/n- 


75 

T - 26 = ii 

T= 25+ 0.926 
T= 25.926 

Ejemplo 7 

Crecimiento bacteriano , t ’ 

Una colonia de bacterias crece en forma proporcional a la cantidad presen- 
te de bacterias en un instante de tiempo t; 6sto es, si B representa la canti- 
dad de bacterias, entonces 


dB 

dt 


= kB 


Suponga que un individuo es atacado por una sola bacteria que se dupli- 
ca cada quince minutos. ^Cuantas bacterias tendra el individuo infectado 
despu4s de ocho horas? 


Solucion: 


Como 


dB 

dt 


= kB 


lir = l kdt 


In B = k t + C 

Como para t = 0 (momento inicial), B — 1, entonces 


InJL = ft(0) + c 
/ c = 0, luego 
In B = k t 

como para t = 0.25 (un cuarto de hora), B — 2, entonces 

(n2-*(±) 

k = A in 2, 
k = In 2 4 
k = In 16, luego 
In B - (In 16)t, 



332 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS 


Para t = 8, In B = (In 16) (8) 

InB = In 16 s 
B = 16® 

B = 4,294,967,295 bacterias 

Ejemplo 8 

Determination de la edad por medio del carbono 14* 1 

Teniendo en cuenta que la vida media del carbono 14 es de unos 5700 anos, 
se tiene que la variacion de la cantidad de carbono 14 con respecto al tiempo 


dy / 1 

dt ~ \ 5700 



dy_ 

dt 


= (-0.0001216) y 


iQue edad tiene un objeto en el que se ha desintegrado el 95% del carbono 


Como 


— = (-0.0001216) y 

j-~ = j (—0.0001216 )dt 


Iny = -0.0001216 t + c 

Si para t = 0, la cantidad presente era del 100%, entonces 

In 1 = (-0.0001216) (0) + C, 
luego c = 0, entonces / 

In y = 0.00012 

para y = 0.05 (5%, ya que se ha desintegrado el 95%), 

/ 

/ 


Con el m^todo del carbono l/4 se puede determinar la fecha en que ocurri6 un 
hecho de la prehistoria y la edad de ciertos objetos “relativamente nuevos’ > (de menos 
de 50,000 anos). 

El carbono 14 hace parte de la eomposicidn qufmica de todo ser vivo (al igual que 
el carbono ordinario). Se fija en las plantas por fotosfntesis, y en los animales y el hom- 
bre se hace presente cuando se alimentan de ellas. Al morir los organism os vivos, la can- 
tidad de carbono 14 empieza a disminuir con respecto a la del carbono ordinario/La tu- 
nica consiste en determinar la relaci6n entre estas dos cantidad es, lo cual permite con un 
error del 5% al 10%, encontrar la edad del objeto en cuestidn. 
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In (0.05) = —0.0001216* 

In (0.05) 

-0.0001216 " 
t = 24,635,9 afios 

Ejemplo 9 
Costo marginal 

El costo marginal de producir * articulos viene dado por la siguiente ecua- 
cion diferencial: 

dc 

= 10* 3 + 60* J + 150* — 200 

dx 

Si los costos fijos son de $150,000, ^cuanto cuesta producir * = 20 articu- 
los ? 

Solucion: 

dc 

Como — = 10* 3 + 40* 2 + 150*- 200 



c = + 20* 3 + 25* 1 -200*+ c 

2 

como parai * = 0, c = c f = $150,000 

5*4 

C(*) = — + 20* 3 + 25* J - 200*+ 150,000 

c(* = 20) = 400,000 + 160,000 + 10,000 — 4,000 + 150,000 
c(*= 20)= 716,000 

14.8 Resumen 

Recuerde que: 

1. Una funcion F es una antiderivada de una funcidn f si para todo xED f 

F '(*) = f{x) 

f *" +1 

2. /*" dx = — — + c; n # — 1 

J n + 1 



334 MATEMATICAS UNIVERSITARIAS 



dx = 


f— dx = In x + c 
J x 


fe x dx= e x + c 


j a f(x) dx= a f f(x) dx, a constante 

/ [ f(x) + g(x) dx = ff(x) dx + fg(x) dx 

3. Si F(x) es una antiderivada de f(x), entonces 

C f(x) = F(b)-F(a) 

J a 

4. La integral representa el area bajo la curva. 

5. Si f y g son continuas en [a, &] y g(x)< f(x) para todo * en [d, 6], en- 
tonces el area de la region limitada por f(x) y g(x), entre x = ay x= b 

es 

r b 

A= I [/(*) -#(*)] dx 

* a 

6. Se dice que una funcion f es de probabilidad continua en un intervalo 
[a, 6] si: 

a) f(x) > 0 para todo x e [a, 6] 

b) f f(x) dx = 1 

J a 

■ ' t' 

7. Si f(x) es una funcion de probabilidad continua definida en [a, 6] enton- 
ces la probabilidad de una variable * en el subintervalo (c, d} se caleula 
asf: 


P(c < *< d) = L f{x) 


dx 


J r 


14.9 Ejercicios y probiemas de aplicacidn 

1. Calcule la antiderivada general de las siguientes funciones: 

a) f(x) = x 2 + 3jc — 2 

b) f(x) = (x— 2) 3 

c) f(x)= (3x+ 5)* 

d) f(x) = e 2x 

e) f{x) = x e 3x 2 


LA INTEGRAL 335 


f) 

g) 
2 . 

a) 



f( x) = 6x V3x 2 + 5 

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales: 
dy 

= t 2 + 3f , si para t = 0, y = 2 


b) 

c) 


dy 

dx 

dy 

dx 


>/xy T , si para * = 0, y = 3 

{x 3 — sfx 1 ly 3 , si para x = 4 , y = 0 


dy H 1 \ 2 1 

d) •5p := v( f+ ~) ~ 4, siparat= l»y = 0; t> — 

e) — ( — ) = 3f + 2, si para t = 0, -—■ = 2 , y = 4 

dt \ dt ) dt 

3. Resuelva las siguientes integrates: 

a) j (x + 2) 3 dx 

f x-8 
b >/ — 


3* 


( 3: 

C) / ~x + 

d) / 


2 

dx 


dx 


dx 


VI + * 


e) 


/: 


(3x 2 + 5x -2 )dx 


f) / 


In 2 


e 3x dx 




g) | (x- 7 + 5) dx 

• 2 
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4. Halle el area de la region limitada por: 

a) La grafica de f(x) = (x — 3) 2 , el eje X, desde * = Ohastax* 3 

b) La grafica de f(x) = x 3 + x, el eje X desde x = 1 hasta x = 4 

c) La grafica de f(x) = — x 2 + 2x + 5 y la recta y = 2, entre x = 3 y x = 5 

d) La grafica de f(x) = x 3 - 2x+ 3 y deg(x) = x 2 + 3 

e) La grafica de f(x) = x' 2 + x, y = 0, entre x - 1 y x = 2 

5. 


a) 

b) 


6 . 

a) 


b) 

7. 

8 . 

a) 

b) 

c) 

d) 


9. 


Halle el area de la regidn limitada por la gr&fica de /(x) = 3x + 5 y 
g(x) = 3 — 2x y el eje X 

Obtenga el area anterior utilizando mdtodos geomdtricos. 

Resuelva los siguientes problemas: 

Desde el suelo se dispara un proyectil hacia arriba con una velocidad ini- 
cial V a = 50^ . Halle la velocidad despuds de t = 2 seg y la altura a la 

que se encuentra el proyectil en ese momento. ^Cual es la altura rnfaimn 
a la que sube el proyectil? 

Resuelva el problema anterior si la atraccidn de la gravedad es g = 3.7 

m xn 

— — , y la velocidad inicial es V Q = 20 . 

seg 2 seg 

Halle la funcion f que satisface las siguientes caracteristicas: en cualquiei- 
punto la pendiente es m = 2x^ y pasa por el punto (2, 4). 

Halle el valor de k de tal forma que: 

La funcion f(x) = k x 2 + x en [0, 2] sea una funcidn de probabilidad. 

3x 2 + 5 

La funcion f(x) = — — — en [0, k] sea una funcidn de probabilidad. 
Halle P(0 < x < l^para la funcion definida en 8 a). 

Halle m,de tal forma que P(0<x<m) = — para la funcidn f(x) = 
+ «. 2 


Un bizcocho es sacado de un homo con una temperatura inicial de T a = 
80°C. Si la temperatura ambiente es A = 20°C y en un cuarto de hora el 
bizcocho se enfria hasta T = 50° C, ^cufinto tiempo debe pasar hasta que 
la temperatura del bizcocho se reduzca hasta T = 26° C? 


10. Un termometro marca inicialmente una temperatura T a = 18; 30 segun- 
dos despues marca una temperatura de 11°C, y 30 segundos mds tarde, 
una temperatura de 6°C. ^Cual es la temperatura del medio ambiente? 
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11. Suponga que una poblaci6n initial de 30 moscas de la fruta se multiplica 
en forma proportional a la cantidad de moscas presente en un instante 
dado. Si un dia despu4s hay 95 moscas, 

a) ^Cuantas moscas habra 5 dfas despues? 

b) ^Cuantos dfas transcurriran hasta que el numero de moscas sobrepase las 

10 , 000 ? 

12. La vida media del uranio radioactivo es de 4500 millones de anos. 

a) Despues de 1000 millones de anos, £cuanto quedara si se tienen inicial- 

mente 2 gramos de uranio radioactivo? 

b) ^Cudnto tiempo debe pasar para que se desintegre un 80% de uranio 
radioactivo? 


13. 


a) El costo marginal por unidad cuando se producen x unidades es C'(x) = 
6x 2 + 2x + 3. El costo total para producir 10 unidades es $494,000. 
iCuanto cuesta producir 20 unidades? 

b) Un fabricante estima que el ingreso marginal por unidad al vender x uni- 

, 100 

dades es R (jc) = —j + 400a;, si el costo marginal correspondiente es 

C'(jc) = 150 x. Si la utilidad es producir y vender 10 unidades es de 
$197,600, £cual es la utilidad al producir y vender 30 unidades? 


14. La utilidad marginal de cierta fabrica es U'(x) = 384,000 — 2x por uni- 
dad al producir y vender x unidades. Si la utilidad al producir y vender 
10 unidades es $268,000, ^qu4 utilidad deja vender 20 unidades? ^Cuan- 
tas unidades se deben vender para maximizar las utilidades? 
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Apendice A 


El teorema del binomio 


Sea n un entero positivo y x un numero real. A1 desarrollar explicitamente 
(1 + x)" se obtiene una suma de terminos, cada uno de ellos de la forma “ un 
coeficiente por una potencia de x”. Por ejemplo, 

(1 + X) 2 a* 1 + 2X+ X 2 , 

(1+ x) 3 = 1+ 3x + 3x 2 + x 3 , 

(1 + x) 4 = 1 + 4x + 6x 2 + 4X 3 + x 4 


El teorema del binomio proporciona una formula para el desarrollo de 
(1 + x)" para cualquier entero n > 0, es dedr, 


(1 + x)” = 1 + nx + — ^ x 1 + 


n(n-l)(n^2) 


1-2 1-2-3 

El coeficiente de x k en el desarrollo de (1 + x)” es 
n(n — 1) (n — 2) ... (n — fe + 1) 


x 3 + . 


1-2-3 


(1) 


( 2 ) 


•(;) 


Este coeficiente se denota por ( l ) o por C* y se llama “coefidente del 

binomio”. Para ayudar a recordar su formula, tenga en cuenta que el denomi- 
nador es el producto de los enteros desde 1 hasta k. El munerador tiene el 
mismo numero de factores, que van desde n hasta n — k + 1 (decreciendo). 
Sencillamente, escriba cada factor del numerador encima del correspondiente 
en el denominador y asi obtendra el termino sin error. Por ejemplo: 


= Cl = 


7 • 6 • 5 • 4 ! 


7 • 6 • 5 


En la notacion I 


3- 2- 1(7-3)! 3-2 

el teorema del binomio adopta la forma 


•' ( n \ 
non [ 

\kj 

(1 + x)” = 1 + ^ X+ X 2 + ^”^x 3 + ...+ x n , 


donde n es un entero positivo. 
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El factorial k ! 

El producto 1 • 2* 3 . . . k de todos los enteros desde 1 hasta k se llama “facto- 
rial de fe”. Asf pues, 5 ! = 1*2* 3* 4* 5 = 120. La formula (2) para el coefi- 
ciente del binomio puede escribirse entonces 


n(n — 1) (n — 2) . . . (n — k + 1) 

Ti 


(3) 


De hecho, la formula (2) puede remplazarse por una formula que s61o tie- 
ne factoriales. Es decir, 

n(n-mn-2)...(«-k+ 1|- ,"("-D(^)-(^l)(n-*) ■ ■ ■ 8-2-1 

(n — k ) . . . 3*2*1 

it! 


Combinando lo anterior con (2), llegamos a una expresion pura en facto- 
riales para el coeficiente ( ^ ), a saber, 


(") — 

\k/ kl (n - fe)! 


(4) 


Esta es la formula mas util cuando usted disponga de una calculadora que 
tenga tecla de factorial de k. 

0! = 1: Es necesario definir 0! como 1 para que la formula (4) siga siendo va- 
lida incluso en los casos k = 0 y k = n. Por ejemplo, si k = n, (4) es 

» n! 


n! 0! 


que es lo que queremos: el coeficiente de jc n en el desarrollo de (1 + x) n es 

1 . 


El teorema del binomio para (a:+ b) n 



El coeficiente de a n ~ k b k es 

n(n — 1) (n — 2) . . . (n — fe + 1) 


0 - 


n! 


1*2*3... k k'.(n-k)\ 

por ejemplo, ( a+ b) A = a 4 + 4a 3 6 + 6a J 6 2 + 4a6 3 + 6 4 



Apendice B 

Trigonometria 

La parte mas util de la trigonometria para el calculo incluye el estudio de 
tres funciones fundamentales: el seno, el coseno y la tangente. En este Ap4n- 
dice se hace enfasis en la relation entre el angulo y la longitud del arco sobre 
el circulo para obtener rapidamente las funciones trigonomtiricas. 

Medida de un ingulo en radianes 

En la vida ordinaria los angulos se miden en grados, siendo 360° la medida 
del angulo circular completo. El numero 360 file escogido por los astrono- 
mos babilonios, quizd por el hecho de que hay aproximadamente 360 dias en 
un aho y tambien por el gran numero de divisores de 360. Esta unidad, algo 
arbitraria, complica mucho el cdlculo con las funciones trigonom&ricas. Una 
unidad mucho mas natural y geomtirica es la que se usa en c&lculo; se deno- 
mina “radi&n” y se define en terminos de la longitud de arco del circulo. 

Medida en radians* 

Para medir el tamano de un angulo, tal como el •£ ABC mostrado en la Figura 
B l , se traza un circulo con centro en B. 



Figure B t 

Si el circulo tiene radio r, y el angulo determina un arco de longitud s, 
entonces el cociente 



se define como la medida del angulo en radianes, y se dice que el angulo mi- 
s 

de — radianes. Es conveniente denotar la medida de un &ngulo por el simbo- 
r 

lo 0 ; es decir, 

s 

6 = — 

r 

Como s y r son longitudes, su cociente no tiene dimensiones; ademds, la 
medida en radianes no depende del circulo utilizado. 
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Conversion da grados a radian as y viceversa 

Un angulo de 180° es igual a dos angulos rectos, luego mide tt radianes. Es 
decir, para convertir grados en radianes o radianes en grados basta usar la 


proportion 

grados 

radianes 


180 

7T 

Ejemplo 1 


, 

i,C udnto mide en radianes un; angulo de 30° ? 
Solucion: haciendo uso de la proporcidn anterior, 


30 

radianes 


180 

TT 

se deduce que 

radianes = tr * 

30 _ n 


180 “ 6 


Ejemplo 2 

^Cuanto mide en grados un angulo de un radi&n? 
Solucion: utilizando la proporci6n 


entonces 


grados _ 1 

180 ~T 


grados = 


180 

IT 


180 

8.14 


57.3° 


luego un angulo de un radian mide aproximadamente 57.3°, algo menor que 


Definicidn de las funciones trigonometrical 

Dado un triangulo ractangulo de catetos x y y con hipotenusa r, como el de 
la Figura B 2 , se definen las seis funcionea trigono m^tricas aeno, coseno, tan- 
gente, cotangente, secante y cosecante, por las siguientes relaciones: 



Figura Bj 
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seno 9 = = sen 6 

r 

x 

coseno 9 = — = cos 9 

r 

y 


tangente 9 


cotangente 9 


secante 9 


cosecante 9 


= — = tang 9 
x 


X 

= — = ctang e 

y 


r 

= — = sec 9 

x 


r 

— = cosec 9 


y 

En la siguiente tabla se encuentran los valores de las funciones trigono- 
metricas de algunos angulos, tanto en grados como en radianes. 


grados 

0° 

o 

O 

CO 

45° 

60° 

90° 

180° 

270° 

360° 

radianes 

0 

TT 

6 

IT 

4 

TT 

3 

TT 

2 

TT 

JZL 

2 

2n 

sen 

0 

i 

vT 

2 

vr 

2 

1 

0 

-1 

0 

cos 

B 

VT 

2 

vr 

2 

1 

2 

0 

-l 

0 

l 

tang 

0 

vr 

3 

■ 

vr 

no existe 

0 

no existe 

0 

ctang 

oo 



vr 

3 

0 

no existe 

0 

no existe 

sec 

■ 

2 vT 
3 

V2 

2 

no existe 

-i 


1 

1 ■ . : 

cosec 

oo 

2 

VT 

2y/3 

3 

1 

no existe 

m 

no existe 
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Identidades trigonomAtricas 

Cuando se trabaja con funciones trigonom6tricas, en algunos casos es conve- 
niente convertirlas en otras equivalentes. Estas relaciones se denominan iden- 
tidades trigonom6tricas y algunas de 6stas son: 


Identidades trigonometrical bAsicas 


tang e 


sen 0 
cos 6 


tang e 


cos0 
sen 8 


1 

sec 0 = 

cos 8 

1 + tang 2 6 = sec 2 6 

1 

cosec 8 = — — - 
sen 6 

1 

ctang 8 = — — — 
tang 8 

sen 2 8 + cos 2 0 = 1 
1 + ctang 2 0 = cosec 2 0 

Identidades para la suma y la diferencia de angulos 

sen (x + y) = sen x cos $ + sen y cos x 
sen ( jc — y ) = sen x cos y — sen y cos x 
cos (* + y) = cos x cos y — sen x sen y 
cos (a — y) = cos x cos y + sfen x sen y 
tang*+ tang y 

tang (* + y) = — — 

1 — tang x tang y 

tang x — tang y 

tang (a: — y) = — — 

1 + tang x tang y 

/ 

Identidades para Angulos dpbttis 

sen 2x = 2 sen x cos x 
cos 2x = cos 2 x — sen 2 * 



2 tang x 
1 - tang 2 x 
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tang 2x= 


Identidades para Angulos medios 


x / 1 — cos x 



cos 


* 


2 


/ 1 + COS X 

V 2 


Cuando se trabaja con tri&ngulos que no son rectangulos, las funciones 
trigonometricas seno y coseno se definen mediante las relaciones denomina- 
das ley del seno y ley del coseno, respectivamente enunciadas a continua- 
cion: 

Dado un triangulo de lados A, B y C con angulos <*, 0,, it , como en la 
Figura B 3 , se cumple que: 



Figura B3 

ley del seno: 


sen oc 


_B = C 

sen p sen jt 


A 3 = B 2 + C 2 — 2 BC cos a 
B 3 = A 3 + B 3 + C 2 — 2 BC cos 0 
C 3 = A 3 + B 3 — 2 AB cos Jo 


ley del coseno: 



Apendice C 

Geometria anahtica 



d: distanciaentrepi y p 2 
m: pendiente 

d = (* 2 — * t ) 2 + ( y 2 — yx) 2 
yi 

m = 

x 2 — <*1 

m = tang <x 

a : angulo de inclination 

^.a recta 

Ecuacion general: Ax + By + C = 0 



Otras formas de la ecuacion de la recta son: 
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1. Punto-pendiente y — y x = m(x — x r ) 

2. Puntos p lt p 2 y-y, = ~? 2 ~ y * (*-*,);*, * je 2 

x 2 ar x 

3. Intersecto b y m y = mjc+ 6 

Relaciones entre rectas 

Paray = m l a:+ ft, y y = m 2 x+ b 2 se cumple que: 

a) Son paralelas si m t = m 2 

b) Son perpendiculares si m, m 2 - — 1 

Conicas 

La circunferencia 

Consiste en el conjunto de puntos (x, y) del piano que estan a una distancia 
positiva r, dado un punto fijo (ft, ft). 



Ecuautones de la circunferencia: 

1. Con centro en el origen y radio R x 2 + y 2 = R 2 

2. Centro en (ft, ft) y radio R (x — h) 2 + (y—k) 2 = R 2 

La parabola * 

Es el conjunto de todos los puntos (ac, y) del piano que equidistan de una 
recta fija (directriz) y un punto fijo (foco) que est£ fuera de dicha recta. 
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Eje paralelo al eje Y 

— abierta hacia arriba (x — h) 2 = 4a (y — k) 

— abierta hacia abajo (jc — h) 2 = 4 a (y — k) 


Elipse 

Es el conjunto de puntos (jc, y) del piano cuya suma de distancias a dos pun- 
tos distintos prefijados, llamados focos, es constante. 


La hip6rbola 

Es el conjunto de puntos (x, y) del piano para los que la diferencia de sus dis- 
tancias a dos puntos distintos prefijados, llamados focos, es constante. 



a) Eje mayor paralelo al eje X 

_ (y - 
d 2 b 2 

b) Eje mayor paralelo al eje Y 

(y — k) 2 _ (*— h) 2 

a 2 b 2 

c) Distancia focal del centro 0 a uno de los focos 

C= y/d 1 + F 


d) Excentricidad e 


Apendice D 


Derivada de las funciones 

trigonometricas 


d 

du 



(sen u) = cos u — 


dx 

dx 


d 

du 


dx 

(cos u) = —sen u 

dx 


d 

. du 



(tang u ) = sec 2 u 


dx 

dx 


d 


du 

dx 

(ctang u) = —cosec 2 u 

dx 

d 


du 

dx 

(sec u) = sec u tang u 

dx 


d , du 

(cosec u) = —cosec u ctang u 

dx dx 

Como regia, recuerde que las cofunciones (coseno, cotangente y cosecante) 
llevan signo menos en sus derivadas. 

9 


Apdndice E 

Formulas fundamentales 
de integracion 

1* j~^ [^(^)] dx = f(x) + C 

2. f(u + v)dx = J u dx+ fv dx 

3. fau dx = a Ju dx, siendo a una constante 
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4. 

\u m du = + C, 

} m+ 1 

m ± ■ 

5. 

( du 

/ = Zn 1 u 1 + C 

1 u 


6. 

/ a“ 

/a" du= - — + C,a> 0, 
J In a 

a* 1 

7. 

fe u du = e u + C 


8. 

f sen udu = —cos u + C 


9. 

/ cos u du-= sen u + C 



10. J tang udu - In \ sec u \ + C 

11. / ctang udu= In I sen u I + C 

12. / sec udu = In I sec u + tang u I + C 

13. f cosec u du = In I cosec u — ctang u I + C 

14. f sec 2 udu = tang u + C 

15. /cosec 2 u du=j£tangit+ C 

16. / sec u tang u du = sec u+ C 



RESPUESTAS 


Capitulo I 

1. A = H 
DC. A 
DCH 
CCE 
F = I 
FCJ 
ICJ 

2. a) ( 

b) 

C) i ( 

in 

d)[ 

3. a) 5 = (1,2,3,4,5,6,8,10) 

b) A DB= (8| 

c) (A f)B)'= {1,2,3,4,5,6,7,9,101 

d) (A^ B)'={ 2, 5, 7,9) 

e) (A nB)U C= {1,4,6,8,10} 

f) (A^B)nC= (1,4,6,10} =C 


2 ) , 1 9 ) , { 2 , 9 ) ,0 
{{ 2 )}, 9 }, {{ 2 } 9},0 

0 > , } , in »{<*» ii)}» {0» i} 

L ) » 1 } /> { 0 , 11 } ,1 },0 

)./{{} } 


4. a) <f> 

b) I a,b,c,d\ 


^ x (persona) I x es estudiante o tiene mas de 30 anos } 
{ x (persona) I x es estudiante mayor de 30 anos} 


c) <(> 

d) ~ 

e) 

f) { x aeroplano I x es Boeing 747 o pertenece A.L.S.} 

a) A ' = { x (alumno U.N) I x $ al primer ano } 

b) ACM! = A a^U=U 

c) A n<j) = <p A^<t> = A 

d) Ar\A'=<t> a^->a'=u 

e) Si, porque la union cumple la propiedad conmutativa 

f) Si, porque la intersection cumple la propiedad conmutativa 
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6. a) A=B f) A CB 

b) A=B g) ACB 

c) A CB h) ACB 

d) ACB i) BCA 

e) A=B j) ACB 
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9. ft i) 7 @0 @6 

ft i) 24 Q»5 ©6 

ft i) 60 013 ©29 08 

10. A = {<p, 1 1, 2 } , |1 } , {0 ) , 1 , { 2)} 

ft V b) F ft F d; V ft F ft V 

ft V h) V ft V ft F 

11. ft <P(Af) = {(3) , |5}, {3, 5}, 0} 

6; <P(Jtf) = {{3),{5},{0j,{3,5},{3,0},{5,0},{3,5,0},0} 

ft <?(M) = {{0}, {1},{ {I}} ,{0,1}, 10, {IV} , {!,{!}), 10, Ml}, 0} 

12. aj sugerencia: aplicar propiedad distributiva 

b) recuerde que: A u A ' = U 

c) aplicar leyes de D'Morgan. 

13. Sugerencia: inicialmente aplicar la propiedad asociatita; recuerde la definicion de car- 
dinal de 2 conjuntos. 

14. Debe tener en cuenta las sugerendas dadas para el ejercicio 12. 


Capitulo 2 

1. Sugerencia: observe las Tablas del numeral 3 del resumen 

2 a ) V b) v c/V fttautologfa 

V V F 

F F F 

F V F 

3. ft Falacia ft Tautologia 

4. Debeobtener en cada caso una tautologia. 

5. Construir una tabla. 

\ 

8. Usar Vy 3 

\ 

10. Recuerde que ^ (p -+ q ) ■*=> p A''' q 


Capitulo 3 

1. ft * b)0 ft Q d) 1 e) 1 f) Q 

ft B h) N ft O 

b)Z ft-^-£« 


2. ft 7 — (+ 9) = —2 
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d) R — { o ) e) ( Q, +) f) conmutatlva 

g) suma y producto h) vease a) i) vease a) 

3. a) No, porque 1 ® 2 =£ 2 ® 1 

b) No, porque (2 ® 3) ® 1 ¥= 2 ® (3 ® 1) 

c) No hay identico 

d) No hay inverso 

e) 1 

4. a) Verdadero b) Falso c) Falso 

d) Apllcar R 3 , R & , R 4 , en ese orden. 

e) Suponer que Xi y X 2 son soluciones 

f) Falso 

5. si x = y entonces x — y = 0; en el cuarto paso se divide por* — y 
9. a) y b) , ambas se cumplen. 


Capi'tulo 4 

1 . a) 6x 2 -8*-6 

b) -3x 3 + 14xy-7x+ 4 

c) 4 a 2 + c 3 

d) -4y 4 — 2x 2 — 5 xy + 4y 2 

2. a) 15a: 4 - 5 lx 3 + 30* 2 + 24* 

b) 10m 2 n — 4 mn 2 + mn — n 2 — 6m 3 

c) xy 3 + x 2 y 2 2 + y 3 + *y 2 * + * 2 y 2 + x 3 y* + xy 2 + x 2 yz 

d) -5** + 18* s - 3* 4 - 28* 3 - 14x 3 + 24* + 24 

e) 12 o 7 + 8a 4 - 22a 4 6 2 + 6a5 4 + 8a 3 6 3 - 12a6 2 + 25 3 - b s 

f) r 3 s 2 - 2r 3 $ + 6^ + 3r l s 4 - 6rV + 18rV + s 6 -2s s + 6e 4 

g) 10** — * s y + 4* 4 y 2 + ll* 3 y 3 — 7 * 2 y 4 — 2xy* +y 6 

h) 4a* - 6a*& + 3a 4 i> 2 - 6a 3 1> 3 -« 2 5 4 + 2af» s - b 6 

3 .a) a 4 + 3a 2 -40 e) 27/x 3 + 27 + 9* 3 + x 6 

b) ** —2 f) 27m 3 —27\/2 m 2 n + 18mn 2 — 2v/2”n 3 

c) 225 + 30* 2 y 5 + * 4 y 10 g) * 2 + y 2 + * 2 + 2xy + 2a« + 2y* 

d) a 4 fe 2 — 2 V3a 2 5 — 3 

\ 

4. a; (k+4)(*-2) 
ft; (*\4)(*+8) 

0; (*+!)(* +11) 

d) 3(2* 4\3) (2* — 3) 

e) (a - 10b) (a - 3b) 

f) (* — 2) (3x + 4) 

g) (* — 1) (* + 2) 

h) (6* + 11) (6* -11) 

i) (x - 3) (* + 3) 

J) (* + y + 5) (* — y — 3) 


k) (3* - l)*9x 2 + 3* + 1) 
/) (* + 5) ( * * - 5* + 25) 

m) (* + 3 + *)Vfe + 3-*) 

n) *(* + 4y) (2* — y) 

o) y(*-3y)(* + ty) 

p) (* — 2y + 5) (3* — y + 4) 


e) 8» s -2T 3 + 16^*+ ft» 2 

f) -1 a 2 - 145 s - 13o5 

g) 16* 2 - 2*y + 2y 2 
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5. a) x 2 + x 2 — 5 

b) 3x 2 + 5x+2 

c) 2x 2 + 3x + 5 

d) 4x 3 + x — 3 

e) x 3 + 2x + 3 

f) x 2 + 3 

g) 2x 3 —x + 6 

h) x 4 -x 2 + l 

i) X s + x 4 y + x 3 y 2 + x 2 y 3 + xy 4 + v 5 

j) ±x 2 + 2x + 4 


R(x) = 0 
R(x) = 5 
R(x) = 2x — 4 
R(x) = -x+ 7 
R(x) = -2 
R(x) = 4x 2 + x+2 
R(x) = - 4x + 11 
R(x) = -2 
R(x) = 0 
R(x) = 2 


6 . a) 


c) 


e) 


g) 


0 


k) 


m) 


6a + 336 

(2a + 36) (36 -2a) 

-x 4 + j: 3 + 12x 2 + 12^ 
(x + l) 1 (x + 2) J 

47 

(x — 4) (x + 4) (x+ 1) 

(x+4)(x+ 5) 

(x + 1) (x + 2) 


r+ 2 


(x ~ 3) (1 — 2x) 

2(x+ 1) (x + 4) 

(4x 2 -x) (x+ 3) (x+ 2) 

(x+ 1) (2x — 3) (x 3 -x 2 — 2x — 3) 


b) 


d) 


f) 


3a -56 
a(a — 6) 

3x 3 — 3x 2 + 2x + 2 


x(x 2 - 1) 


x+ 4 


b) T 


»{ 


i) 


3x 2 +4x+ 1 \ / 17x 2 — 24x + 9 \ 
x(2x + 1) / \ x(4x — 3) / 

11a + 26 
5a 


Capitulo 5 
Ejercicio 1 

8 


a) — 


27 


e) 729 
Ejercicio 2 

o; ~h 


b) 

f) 

b) - 


1 

432 

38 

3 


108> 


22 


c) 81 d) - 

g) 256 h) 


c) xV d) - 


71 

9 

1 


125 

64x 3 



358 RESPUESTAS 


g) J&L 

e> x 12 * 10 


Ejercicio 3 


a) 4' 1 a 3 
e) 32* s y^ 


b) — 108x 8 y 22 

f) 1 


c) x 4 y 6 

g) 36x~ 12 y 20 z~ 10 


d) (— 125)(64) _I x~ 


Ejercicio 4 


a) 4 xy~ 


b) 2 a* 


c) 2 a 2 b* 


d) 6\/3 


c; ary-y 500xy 3 f) 2x+ y 


» 


Ejercicio 5 


a) 3 a 2 


c) a # d) 


Ejercicio 6 

2 r- t — nr 4V * “ 2 

0 ;__V5 4(VT-VT) c; x _ 2 


d) — 2(\/*-2 + V*’ 


«; ^(2VF)+(V5T-vr)][7-4vr] 


n -■ 


g) -y- (VT+VF) 


3x 2 ( yi - 2 ** ) 


1 — 2x 2 


* r v sc 3 — 3 — v* — 4 


56\/5+ 7>/3 


Ejercicio 7 


(VT+V3)(V2i) 


2x + 3x\/x"— 8%/^ 
— 


(s/T-v/ilHv'ff) 
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(4ac 2 + 3 — V ac+2)(ac 2 Vac+2 + 3ac 2 ) 
8 ac 4 (ac + 2) — 9a: 4 


h) 


4— x 


Capitulo 6 

1. a) x = — 

13 

. 31 

e) , = - T 


47 

b > x= ~ 


c) x = 


69 

10 


f) x=- 


13 


. 11 

g) * — - j- 


i) x=- 


41 


.. 14 

“ X= ~ 25* 


2. a) a: = — 3 ; x = — 2 

c) No tiene respuesta en R, x = 


7 
3 

5 + >/3i 


6; 


= -i 
* 2 


8 


X — - 


5-V3/ 
8 


52 

*=n 

h) * = — 
14 


d) ac = 8 ac ^ 0 ■ 

e ) No tiene respuesta en R \ x = \/W i = \/— 5 ; ac = — \/§"/*= — \ f - 5 

_ 5+V137 5 — %/l37 , 

f ) x = ; ac= — - o ac =8.36 ; ac = ~ 3,35 


, -IO+v/48 

g) x= — — — = — 1.54 


-10-V48 

ac — - — = - 8.46 


h) No tiene respuesta en R; x = 


9 + \Z~4T 


9 + \/W i 
6 


9-V-47 


9-V47 i 


i) x = 1 ; ac = — 3 j) ac = — 2 

3. a) ac = 3 ; ac = 10 (solucion aparente) b) No tiene solucion 

. 13 

c ) x ~ d) x = 6 : ac= 3 (solucion aparente) 

ej No tiene solucion f) x = — 4 

g) ac=0; ac — 4 (solucion aparente) h) x = 4 

i) ac = 0 ; x — 4 (soluciones aparentes) j) x = 0 ; ac = 3 

4. a) ac = 2 ; ;y = -3 (2, -3) 

b ) ac = 0 ; y = 5 (0,5) 

c) x = —1 ; y = 3 (-1,3) 

d; ac = 3 ; y = 1 (3,1) 

e) x = 4 ; y = 2 (4,2) 
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5. a) 

(1,0) ; 

(-4,6) 

b) 

(2, 2) ; ( 

-2, 10) 

c) 

(3,-1) ; (-4, 

d) 

(2,2) ; 

(-3,-8) 

e) 

(2, 3) f) 

(-3,-6) 

g) 

(5,0) 

h) 

(-3,4) ; 

(4,-3) 

0 

(y/b,y/F) ; 

(-Vs;-V6) 


6. a) 

(1, 1, 1) 

b) (2,- 

1,3) 

c) (1,0, 

-4) d) 

(0,0 

, 1) 


e) infinitas soluciones f) infinitas soluciones g) infinitas soluciones 

h) infinitas soluciones i) (2,1,3) j) (3,— 4,1) ; (—3, 4,-1) 

7. a) Los dos numeros son 6 y 9 

b) x= 70 *=60 

y = 120 ° y = 140 

c) 12236 votos recibio el g&nador, que es A 

d) 18 unidades/min produce el primero y 12 unidades/min produce el segundo. 

e) El precio de una manzana es $180 y el precio de una pera es $45. 

f) 1000 por periodico y 150 por T.V. 

g) Notor = $40 ; Coflin = $50 

h) Neverstact recorre 40 km y Everknock recorre 51 km. 

i) El promedio es de 3.0. 

j) a) $4,290,000 al 3% y $710,000 al 1% 

b) $ 92,600 

k) 216 articulos de $32,000 y 184 articulos de $ 4,500 

l) Cada escritorio tiene un costo de produccion de $65,000. 

m) x = 2573.15 

n) Un numero mayor de 400 empaques. 

o) Numero de aptos. a vender 20 ; Precio por apto. = $22,000,000 

P) a) 



b) 
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C) 



q) a) 2x + 3y = 720 
b) 180 

r) a) (60,190) 

b) (30,200) 

c) (40,1229.98) 


Capitulo 7 
1 . a) 



b) 



36 

7 





RESPUESTAS 363 



5. a) Valen $937,500 

b) y = -50* + 40,000; 420 kilos 

c) aproximadamente 40 articulos 

d) 1) y = 100* + 15,000 Ecuacion de oferta 

y = — 33.33x+ 118,333.33 Ecuacidn de demanda 

2) punto de equilibrio (775,92.500) 

3) se procede como en los numerales 1) y 2) pero restandole $2500 al precio. 

6. a) y =—x 1 

y t 


V {0, 0) 
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b) Q(x) = 8x 3 + 58x 2 + 348x + 2088 
R(x) = 6265 


c) Q(*) = y * 2 

4Q 

*(*) = 3x 3 + ~ X 2 ~3 

A 


8 . a) R(x) = 1260 
b) R(x) = 3 


c) 


R(x) = 


1703 

2 


9. (No tiene respuestas, porque son verificaciones). 



« (t • 

t> (i,-i±vr) 


Capitulo 8 
1. a) x< — 3 


b) jc> — 1 


c) — 5 < x < 3 




e) 2.9 < x < 3.1 f) x < 

g) -l<x<5 

.. 42 / ^ 12 
i) — — — < jc < 

11 11 


58 


h) -18<*< — 2 


i) 2<x< 


2 . ^ ~ ]u[s,~) 


b ) (2,3) c) (-°° ~l]U[6,oo) 

d ) [~ 9, — 3] U [— 2, 1 ] U [ 6 , °°) e) [— 3, — 2] f) (— oo ) _ 4 ) 

fg) (— 3, — 1) U ( 1 , 2) h) (— 9,-4) U(l, 3) 

0 -j ) u (3,°°) 

3 .a) (-4,0) ’• ' 

3 


« [ f .»] 


b) (— °°, — 13) U (7, °°) 
e) [-4,6] 


c) [- 2 , 00 ) 
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Capi'tulo 9 



2. a) [9] 

b >\ *] 

c)r io 

8 


Lie J 

- 2 

-8 



-r- 11 

33 



3. a) 

[ 28 

14 1 


“1 


18 -I 



L 41 

70 J 


L 

— 7 


21 J 


c) 

C a + c 

-b-dl 

d) f ac — bd 


— ad — 

■ 


L b-d 

a — e J 


L bc+ ad 


— + ae . 

- 

4. a) 

T 

<M 

1 

S 8 

1 

b) 

- 8 

-4 

4 

3- 


L 1 3 

1 0 

J 


1 

-2 

1 

0 






_ 4 

5 

12 

4 _ 

c) 

" 1 0 

1 S 

o - 







0 1 

* ! 

1 







-2-1 

0 i 

5 _ 






5 .a) x = 6 

13 

Z =* 

27 

7 





b) x = —2 

y = 3 

z = 

1 
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C) X = 0 

6. a) _ J_ 
11 


d) 


g) 


y = l 

3 


[1 T] 

L 11 11 J 


z = 0 

b) 


2 

JL t 

c) 0 

17 

17 1 

r 

5 

- — J 

1 i 

17 

17 J 

l t 


} 


JL _ _L-i e) (no tiene inversa) f) (no tiene inversa) 


[J x] 


6. 

26 


[* L]T :] 


s/2 
5 

'■"> “ T 

b) x = -l 

Capftulo 10 


T 

y = 3 


z = 


2 

T 


z = 2 


2. R 0 = { (0, 1), (0, 2) . 
Dominio de R 0 = E 
Rango de R 0 = 2* 


.(2, 1), (2, 2),... (4, 1), (4, 2), (4,4)...} 


3. a) no es funcion 

b) funcion biyectiva 

c) es funcion 

d) funcion biyectiva 


4. a) no es funcion 

b) no es funcion 

c) es funcion; dominio N , rango N 

d) no es funcion 

5. a) D f = ft- {1,2} , «/=(-*,-“) U(0,-) 

b) Df = R, R f =(- 2,oo) 

c) D f = R-{- 1}, R / = R-{0} 

d) D f = R-{ 0), R / = R-(1} 






2 


b) (no puede ser resuelto) 


c) -96 


Capftulo 11 

1. e = 2.718281 ; e° = 1 ; e 3 = 20.085537 

e~ 2 = 0.135335 ; e\= 1.648721 ( ; cf= 1.395612 

-4= = 0.606530 : e" 4 = 0.018315 





5. a) C T = 4.32674871 C 

7. a) P ( 0 ) = 50 millones 

8. f C 0 = 443,874.64 

9. Y (1990) = 10 n e ls * 

10. Q 0 = 3,297.44 


b) C T = 4.32674871 C 
b) P (30) = 91,1 millones 
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11. a) 0.548811 b) 0.451188 c) 0.181269 

12. V (0 = 4000 13. 329 

14. a) 500 personas 15. a) 4 millones 16. 1880 

b) 1572 personas b) 9,305,000 

c) 2000 personas c) Lim P(t) = 10 millones 

t “> oo 

17. ln% = 0 In 5 = 1.6094 

ln2 = 0.6931 ln\ = -1.6094 

Ine = 1 Ine 1 = 2 

InO : (no existe) 

In — 2 : (no existe) 


18. a) 

Ine 3 = 3 

d) e 2b * 3 = 9 

b) 

c) 

ln\ZT=% 
e ini =5 







f) 6 


19. a) x = 11.5524 
b) x = 0.577622 


f) x * 7.389056 
x = 4 

k) 

/n b 

x = 1 

lna 

c) x = 0.402359 

d) x = e - b/2 

e) X ~ c + e^ so 


^ * = 25 
o x = 1.820478 
/; x = ln a 

l) 

x - e 

20. r = 6,9314 21. ano 2095 aprox. 22. a) t 

» 231 anos 

b) t** 2720 anos 

23. 3,143 24. a) 

260 

b) 324 



Capi'tulo 12 
1. a) 4 b) 6 

c) 2 

1 

d >7 

1 

e) T 

vr 

* — 

g) -j- ft) 12 

0 l 

*T 

k)i 

i) i 

ll) (no existe) 

m) 

0 n) “> 



2. a) Km F(x) = 9 

x->3" 

I 

Km F(x) = 9 
x-*3 + 

: Km 

x -*■ 3 

F(x) = 9 

b) Km F(x) = 6 

x-*3" 

» 

Km F(x) = 27 
x-*-3 + 

; * lun 

x 3 

F(x) : 
no existe 
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c) lfm F(x) = 7 ; 


h'm F\x)=l , 
x-*-3 + 


lira F(x) = 7 
*->•3 


3. a) y'= 


-12 


(4x + l) 2 


b) y = 


-1 


4. a) y '= 5x 4 — 16ac 3 — 


3 


2x 2 


2y/S — * 

6; y' = 6x 5 — 1 


c; y' = 3x 2 


c) y = (x 2 + 3x) (3x 2 - 2) + (x 3 - 2x) (2x + 3) d) y' 
-10 


12x 4 - 2x + 5 


e) y 


15 (5* — l) 2 (15 — x 2 ) + 2x (5* — l) 3 
T) y (15 —x 2 ) 2 


, » 6x 2 (x + y/x ) + x 3 L1 , 3x 2 — 2x + 3 , i-x 2 

11 y w7 h> y 7 ,,y ‘ 


I) y 


(&—>/* ) (2x 3 ~4) —y/x (a: 3 + 1) 


2* 3 


, = (x 3 + 5* + 2) (5s 2 + 6x + 3) - 2 (3x 2 + 5) (x 3 + 2x 2 + 3x) 
y 2 y/x (x 3 + 5x + 2) 2 


D y'= 


5-7x 2 


5. a) y = 2XC* 
d) y'= 


6x i (x 2 + l) 2 
2 


> 3x + l 

y V3 x j + 2x+5 !! 


b) y m — 

X 


c) y = 


3e ~ 2x (1 — 2x — 2 xlnx) 


— 6x 


f) y = 


9(x 2 + 1) In 2 (x 2 + 1) 

3 In 2 x , 1 


e) y = 


3x 4 + 3x 2 + 2x 


g) y - 


l + x 2 

1 10x 


2x + 1 


3x+ 2 


x 2 + 1 


, f xln (x/2) + 1~| , 

6 -“ ; y=y [_” 2x /n (x/2) J b > y= 2 ** in6 c > y =1 

I r * , 6x 2 + 3 1*1 

6 y y [_X 2 - 1 5(2x 3 + 3x) 4(x - 1) J 


d) y = y (1 + Inx ) 
7. a) y'= 


5(2x 3 + 3x) 4(x ■ 

* 4-y — (2xy + y 2 ) 

— b) y = c) y = — 5— - 

V v 4- Ov*i 


d> /- 

y 3y* + 2* 


jr 4* 2xy 

, — (5x 4 + 2xy + y 3 ) 

I ^ i « x 2 + 3xy 2 + 5y 4 

8. a) y ' = 2*/n2 b) y' = 2xe* 2 c) y' = (x 2 + 2x — l)e* 

/' =2*(/n2) 2 y" = 2(2x 2 + 1) e* 2 y" = (x 2 +4x+l)e* 

y = 2 X (ln2) 3 y = 4x (2x 2 + 3) e x 2 y = (x 2 + 6x + 5) e* 
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d) / = (* 3 ~2x+ 1)’^ ^-X 3 - 'Y X2 ~ 3X+2 ) 

y" = (x 3 — 2x + 1) ^ X s — x 4 — llx 3 + 9x 2 — 1^ 


y = (x 3 - 2x + 1) 
3x 4 


e) y = 


f 3 -l 


* (t‘’ + 4 

+ 2j tin ( x 3 - 1) 


39 

x 6 — — x s + 30x 3 —^r-x 2 + 18x 


75 

2 


„ 9* 6 — l&c 3 , 

9. a) T' (3) = 1,000 AT = 11,300 

b) Velocidad promedio = 6100 c) Q'(l) = 0.2 ; AQ = 0.15 

V (f = 5) = 1400 

6 3 


d) P (t) = 


( t+1) 

lfm P'(t) = 0 


2 P'(l)=— creceri 5.4 


c; p'(80) = 248 AH = 248,05 f) t/'(5Q) = 3700 

g) 1 (40) = — 2580 l'(P= 600) = -3100 C/'(40) = - 2590 

h) ~(x = 400 , t = 12) = 10,914 


-*) 


Capi'tulo 13 
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2. a) largo = 60 m, ancfao = 60 m b) P = $ 7600 

c) largo = 80 m, ancho = 80 m d) debe plantar 80 arboles 

e) debe vender a $480 

f) altura = 3 pulg, largo = ancho = 12 pulg 

g) j C — $6104. No puede construirse 

J 1 1 1 4 

h) r — 4 -— — h = — — C mi'nimo = 4 ( +2 \fit) 

V J V7r i/T 

i) deben usarse las 10 maquinas ll) — y — 

el supervisor ganara $ 5,333.33 6 5 

el cos{p de preparation es de $ 2000 

100 

o) el salon debe set circular, con r = p) vertices: U 

7T v 

q) nivel de production, x — 2000 s) x = 3 

„ 68 160 

3 - <*) —xzr k“/h ; — — — km/h b) 3.6 m/see 


3 2 

“>■ T y T 


P) vertices: (4,0) y (0,6) 
s) x = 3 


68 

km/h; 

160 

-2T k " /h 


3,6 m/seg 

dh * 

= 6.28x10 3 pies/min 
dt 


dt 

dy 

i = ° ; 

12 

dt 



dy _ 8 

dy _ -8 

dy 

A • 

' It “ 25~ 5 

dy 25 ’ 

dt 

“0 * 

3* ~ 2 ; y = 

3*+ 2 



= Sy/2 —x ; 

-2y = 3V2 + * 



= 900 


dy -40 
dt “10,201 
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C) F(X) = 




1 


+ c d) F(x) = 


e) F(x) = — e 3 ** + c 
6 

g)fF(x) - ±(& + ^ +, 


f) F(x) = — In x 
o 


2. a) y = 


t 3 3 1 1 -f 4 3 

_ + _ + , -a, = »* - ^ 


c; — 14y -s = 7* 4 — 8*^" -768 d) y= \-tnt — 

2 2 
f 3 

c; y = — + f 2 + 2f + 4 


3. a/* + 2)4 +c b) Inx — — + c c) 3x-Glnlx + 21+ c 

4 x 

d) 2VT+T + C e) 18 f) — g) 20 

3 


4. a) 9U 2 b) 


U* c) -y- D“ e, 2D> 


6. o; V (f = 2) = 30.4 m/seg e (f = 2) = 80.4 m 
ff mix. = 127.55 mt. 


b) V(t= 2) = 12.6 m/seg e(f=2) = 32.6m 
Hf max. = 54.04 mt. 

4 4 16 

7. y=—x + 4 — — \/F 

5 5 

8 . a ; k = — — ft es tal que ft 3 + 5ft - 10 = 0 esto eg, ft = 1.424 

8 

3 

c) P ( 0 < x < 1) = — d) m es tal que 2m 3 + 3m 2 = 3 , m = 0.806 

8 

9. Aproximadamente 53.77 minutos. 

10. Temperature ambient* 6.5° C 

11. a) existirin 9553 moscas aprox. b) 5.04 dfas aprox. 


12. a) 1.71448 gr 

13. a) $ 508,330 


b) 10,448.67 millones de afios 
b) $297,666.66 


14. $4,107,000 ; 192,000 unidades 
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